ULOHY PRE PRACU MATEMATICKYCH KRUZKOV

Rubriku vedie Bohuslav Sivak, Katedra matematiky Pedagogickej fakulty,
974 00 Banska Bystrica, Podlavicka cesta 975.
Nové ilohy (s rieSeniami) posielajte na jeho adresu.

Uloha A (8. Sakilos)

Najvicsie celé Cislo, ktoré nie je viacsie ako dané redlne Cislo x
oznatujeme [x] a nazyvame celou éastou &isla x. Cislo x —[x] nazyva-
me necelou ¢asfou Cisla x a oznacujeme {x}. Zistite, aké hodnoty

nadobida vyraz

{n'*.1,384 615},

ak n prebieha vsetky prirodzené ¢isla!

s xs

RieSenie: Vyjadrime periodické Cislo 1,384 615 v tvare zlomku:

3Ba61S_ 384615 5 18
10°—1 . ~'909009" ‘T13°13

1,384 615=1+

Hladame teda hodnoty, ktoré nadobida vyraz { n'z--ll—g}.

MoézZeme vypocitat (pomocou kalkulacky):

(1¥x18):13=1,384 615 384 615 3
(2¥x18):13=5671,384 615 384 6
(3% x18): 13=735 841,384 615 38
(4% 18): 13=23 229 991,384 615

Pokisme sa dokazat hypotézu: Pre kazdé prirodzené Cislo n plati

1 .8
{ n"-1—3-} =0,384 615 =1=. To by viak znamenalo, Ze &islo 18n 2 ma
pri deleni &islom 13 zvySok 5, t. j., Ze &islo n'> ma pri deleni &islom 13
zvySok 1.
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Z Malej vety Fermatovej vyplyva, Ze ak 13 nj, potom 13|n'*—1.
Existuje teda celé &islo k tak, ze n'*—1=13k. Teda:

S {h £
{n = {(13k+1) 13}—{18k+1+13}—13.

Ak 13|n, potom 13|n'?, takZe existuje celé &islo ¢ tak, ze n'’=13q.

Teda:
. 18 18 -
{n 13} {13 13} {18q}—o.

Hypotéza je nepravdiva. Dokézali sme viak: Vyraz {n'’. 1,384 615}

nadobida hodnoty 0 (ak 13|n) a — 1 3 ak 13/n).

Uloha A (S. Sakalos)
Dokazte, ze pre kazdé redlne Cislo x a pre kazdé prirodzené Cislo n

plati:
el e o

Riesenie: Cislo [x] je celé, n prirodzené, teda existuji celé &isla
k, q tak, ze [x]=kn+q a 0=q <n. Oznaéme {x}=a. Potom x =
[x]+ {x}=kn + q + a. Politajme :

E[i{]='§[kn+q+a+t] "2'k [ +$+l]

i=0 n i=0 n i=0

n—1
-kn+ [g_ﬂ_ﬂ]
i=0 n

i=0 n
qta—+i
n

n-1 .
+a+
Staéi teda ukazat, 7e >, [w] -

ositati
Tn

Pretoze <2, vyraz nadobida hodnotu 0 alebo 1.
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Hodnotu 1 nadobuda prave vtedy, ked

+a+i .
q——nﬁ—'gl, t.j. ked i =

Zn—q—a. Cislo a je z intervalu (0, 1), tedan—q—1<n—-q—a=
[q +a+i]

n—gq. Vyraz nadobuda hodnotu 1 prave vtedy, ked i =

n—gq,
t.jkedie{n—q,n—q+1,n—q+2,...,n—q}. Skutoéne,

T [q +a+i]
i=0

n e

'Uloha A (podIa tlohy z X. MMO)
Dokazte, ze pre kazdé nezaporné redlne cislo x plati

[x]= [x ; 1]+ [x ZZ]+ ot [x_z;zl:]+

RieSenie: Ak x =0, je tvrdenie zrejmé.
Nech x >0. Podla predoslej tlohy plati:

w=[]+ (5]

o [3)-(-)

Podobne pre kazdé celé éislo k=0:

Teda

-GG o
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Pre k >log, x plati 'j;;] = (. S¢itance na pravej strane rovnosti (*) sa

od istého miesta rovnaju nule, teda skutocne:

SN
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