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POUZITIE NIEKTORYCH MATEMATICKYCH METOD
V MEDICINE

EUGEN RUZICKY, Bratislava

Jednym z klicovych problémov mediciny je stanovit diagnézu ¢o
najpresnejSie, najspolahlivejSie a sucasne ¢o najjednoduchsie. Ak sa
zamyslime nad tym, ¢o vlastne znamena stanovit diagndzu, zistime, Ze
nejde o ni¢ iné ako o kvantitativne a kvalitativne vyhodnotenie hromad-
nych udajov. Tento proces u skisenych lekarov prebieha ¢iasto¢ne
podvedome. V sii¢asnosti sa na masové spracovanie idajov ¢oraz CastejSie
pouzivaji samocinné pocitace, preto vznikaji pokusy o automatizované
urcovanie diagnéz. Najvicsi vyznam bude mat zistenie diagnézy pouzitim
pocitacov najma pri chorobach, ktoré zasahuju velké skupiny obyvatel-
stva a pre ktoré je uZ vypracovany spolahlivy systém priznakov.
S prihliadnutim na rychlost ziskania vysledkov a na moznost masového
nasadenia moZno ocakavat dobré vysledky pri odhalovani chor6b
v $tadiach ich zdrodku, ¢o ma ¢asto rozhodujiici vyznam pre dspeSni
liecbu.

Jednou z moznych ciest pre stanovenie diagnézy pouzitim poéitaca je
postupovat podobne, ako sa vyucuje stanovenie diagnézy na lekarskych
fakultich. Student absolvuje prax v nemocnici a usiluje sa odpozorovat
postup skiisenych lekarov pri uréovani diagnézy. Ako tito etapu procesu
ufenia mozno spojit s matematikou a s pocitatmi? UkadZeme si to na
nasledujiicom priklade. Predpokladajme, Ze lekar-Specialista vie presne
urcit diagnézu choroby. Lekar dostane Statisticky vyvazend skupinu
pacientov a rozdeli ju na dve skupiny: zdravych (Z) a chorych (CH).
Vysledky svojej price vlozi nejakym sposobom do pocitaca. Ako bude
uréovat diagnézu pocitac?

Ak chceme riesit tento problém, musime sa na zaciatku naucit vkladat
informacie do pocitaca, t.j. musime vediet zakddovat klinicky stav
pacienta. Najprv vyberieme tie priznaky (teplota, krvny tlak, laboratérne
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vySetrenia atd.), ktoré s pri urceni diagnézy podstatné; to je vlastne
préca lekara. Priznaky charakterizujiice chorobu st dvojaké — kvantita-
tivne a kvalitativne. Prvé z nich sa daju zakédovat v podstate jednoducho
ako postupnosti ¢isel. Kédovat priznaky kvalitativneho charakteru (napr.
EKG, rontgenové vySetrenie) je podstatne tazsie. Vyzaduje si to vybudo-
vat matematické tedrie, pripadne vybrat zo znamych teérii takd, ktor4 je
najvhodnejsia.

Napriklad pre krivku EKG sii dve moznosti kédovania. Pri prvej z nich
zakédujeme funkéné hodnoty v koneénom poéte predpisanych bodov.
Namiesto krivky EKG budeme brat vektor (f(t,), ..., f(1.)).

oty tn

Obr. 1

Druhy spdsob spoéiva v rozloZeni funkcie na linedrnu kombinaciu
vopred zadanych funkcii :

f(x) =cgi(x)+, ..., + cga(x)+ e(x),

kde gi(x), ..., g.(x) — si zdkladné funkcie ziskané empiricky a &(x) je
dostato¢ne malé funkcia nepresnosti. Namiesto krivky EKG teraz budeme
uvazovat vektor (¢, ..., €,). Vektor vznikajici pri druhej metéde ma
podstatne menSiu dimenziu ako vektor z prvej metddy.

Vratme sa k podstate problému uréovania diagnézy. Mame teda zadany
zakladny sibor zdravych (Z) a chorych (CH) pacientov. Vidime, Ze kazdy
lekédrsky priznak nemoci sa nahradza postupnostou cisel. Cely stubor
lekarskych priznakov sa takto nahradi kone¢nou postupnostou ¢isel, ktoré
budeme nazyvat matematickymi priznakmi. TakZe mozZeme kazdého
pacienta interpretovat ako bod v euklidovskom priestore.

Pre nazornost si ukdZeme konkrétny priklad. Majme Siestich pacientov
a dva priznaky, zapisanych v tabulke 1.
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. pacient zdravy ...... AD)=(1,2)
. pacient zdravy ...... A2)=(1,1)
. pacient zdravy ...... A(3)=(0,1)
. pacient chory ...... Ad)=(3,1)
. pacient chory ...... A(5)=(3,0)
. pacient chory ...... A(6)=(2,0)

Kazdy pacient predstavuje bod v rovine, ako na obr. 2.

Tabulka 1

Kazdého nového pacienta mézeme geometricky interpretovat ako bod
v priestore priznakov a pytat sa na jeho zaradenie do skupiny Z alebo CH.
Pytame sa, kam bude zaradeny pacient X s priznakmi (3, 2) ? Zda sa, Ze je
blizSie k skupine chorych pacientov ako k skupine zdravych. Tito intuiciu
matematicky spresnime. Vzdialenost bodov v rovine budeme pocitat

podla znameho vzorca:

d(A, B)=V(a,—b)*+(a:— b,)*

Dalej budeme postupovat podla nasledujiceho algoritmu.

1. Spocitame vzdialenosti bodu X od kazdého bodu A(i), i=1,...,6
a usporiadame ich podla velkosti (tab. 2).

Tabulka 2
d(x, A) 1 2 V5 V5 Vio
i 4 5 2 6 3
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2. Ur¢ime si pravidlo n-blizkosti. K bodu X vyberieme n najblizSich
bodov A(7) a uréime pomernost zastipenia bodov zo skupiny CH. Pri
rovnosti vzdialenosti k n-tému bodu musime pribrat este tie body, ktoré
majui rovnakui vzdialenost ako n-ty bod.

V nasom pripade

Tabulka 3
n 1 2 3 4 5 6
pomer 1 2/3 2/3 3/5 3/5 1/2

Z prikladu vidime, Ze pomernost zastipenia chorych pacientov je viésia
ako zdravych, a preto pacient X je s va¢Sou pravdepodobnostou chory.

Je nacase pripomeniit, Ze na kazdom kroku uréovania diagnézy méze
nastat omyl. Dovod zavadzania n-blizkosti je ten, Ze zmensSuje moznost
mylnej klasifikdcie pacienta X. Keby sme sa obmedzili len na 1-blizkost,
je nebezpecenstvo reprodukcie lekarskych chybnych diagnéz. Na druhej
strane aj n-blizkost s narastajicim n tieZ straca spolahlivost uréovania
diagnézy, lebo pri vyvaZzenom zikladnom sibore (t.j. pocet Z =pocet
CH) pre n blizke k poctu vsetkych pacientov je pomernost blizka 1/2.
DalSou tilokou je preto vybrat optimélne 7.

Tieto tvahy sa opierali o hypotézu, Ze dvaja pacienti s mélo odliSnymi
priznakmi budi mat rovnakid diagnézu. Tento matematicky model je
vSeobecne prijaty a do ur¢itej miery simuluje postup uréovania diagnézy
lekarom.

Teraz uvedeny diskrétny model n-blizkosti zovSeobecnime. Z prikladu
vidime, Ze algoritmus n-blizkosti ndm pre kazdy bod roviny ur¢il hodnotu
miery vyskytu chorych pacientov. Predpokladajme, Ze mame vopred
zadani funkciu p na zdkladnom siibore bodov (pacientov) v priestore k.
V naSom priklade pre skupinu Z hodnotu 0 a pre skupinu CH hodnotu 1.
Pytame sa, ako tiito funkciu aproximovat spojitou funkciou definovanou
na priestore k.

V predchadzajicom priklade sme pri uréovani hodnoty p(X) brali
v okoli bodu X vSetky funkéné hodnoty bodov A s rovnakou viahou. To
vSak nie je opodstatnené, pretoZe tie body, ktoré si blizSie k skimanému

.....
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Preto budeme uréovat diagnézu nasledovne :

Z f(d(X, A().p(A(D)

p(x)=-
2 fd(X, A1)

kde p(A(i)) st vopred zadané a funkciu f volime tak, aby bola klesajiica
). Otéizka
znie, do akej miery funkcia p(X) aproximuje zadané hodnoty ? Odpoved
mozeme ziskat testovanim zdkladného siboru pacientov vzhladom na
funkciu f. Pritom sa snazime vybrat funkciu f optimalne.

Teraz, ked sme zovSeobecnili model, nastolujui sa nové otdzky. Kedy
budeme Kklasifikovat pacienta ako chorého alebo zdravého podla aproxi-
mujicej funkcie p(x)? Predpokladajme, Ze aproximujica funkcia (p(x)
nadobiida hodnoty v intervale (0, 1). Potrebujeme vybrat dve hodnoty
P, p2 z intervalu (0, 1) a diagnézu uréime podla tohto pravidla:

d2

pri rasticej vzdialenosti (napr. méZe to byt funkcia e~

(0, p1) — pacient je zdravy,
p(x)e {(pi, p.) — pacient je rizikovy,
(p>, 1) — pacient je chory.

Vyber hodnét p,, p. nie je Tubovolny, ale zédvisi od choroby a od
zakladného siboru pacientov.

V praxi sa uskutociiuje testovanie zakladného siiboru pacientov spolu
s optimalizaciou na funkciu f. Vysledkom je potom urcenie prahovych
hodnét pi, p. a tiez spolahlivost danej metddy.

Zatial sme uvaZovali, Ze vSetky priznaky pri ur¢ovani diagnézy maji
rovnaki vahu. Zo skisenosti lekdrov vak vieme, Ze nie vietky priznaky su
rovnako podstatné. Isté zlepSenie m6Zzeme dosiahnut zmenou metriky
v priestore priznakov R. Tito zmenu uskuto¢nime vhodnou deformaciou
v priestore tak, aby sa zvyraznil rozdiel medzi skupinou zdravych
a chorych pacientov.

Ak testovany zakladny sibor pacientov dava pre uréiti chorobu
vysledky s velkou presnostou, potom sa méZeme pytat, ¢i mnozina Z
a mnozina CH sa nedé oddelit nadrovinou v priestore priznakov. Pred-
pokladajme, Ze konvexné obaly mnozin Z a CH si disjunktné. Geomet-
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ricka podstata vyhladania takejto nadroviny spociva v tom, Ze sa ndjdu
také body z konvexnych obalov Z a CH, ktoré urcuju vzdialenost tychto
mnozin. Pre tieto dva body sa zostroji nadrovina, ktora je kolma na ich
spojnicu a prechadza stredom tychto bodov. Programova realizacia sa
uskutocniuje v postupnom hladani najbliz§ich bodov na simplexoch
z mnozin Z a CH. Analyticky nadrovinu mdzeme zapisat v tvare

w.x+w0=0

kde w je vektor kolmy na nadrovinu a w, je absolitny ¢len. Pre
oddelujicu nadrovinu musi platit:

w.x + wo <0, ak bod X je zo skupiny Z

w.x + wy>0, ak bod X je zo skupiny CH

To nam ulahcuje situdciu pri urceni diagnézy pre pacienta X, ktorého
priznaky pozndme. Stadi zistit, ¢i hodnota w.x+ w, je z intervalu
(-, —¢), {—¢, €), (g, +=)a podla toho klasifikovat, & je pacient
zdravy, rizikovy, resp. chory.

Doposial sme §tudovali pripad, Ze zékladny subor pacientov bol rozde-
leny na dve skupiny Z a CH. Pri lekarskej praxi sa moze stat, Ze lekar
nevie stanovit diagnézu podla nameranych priznakov. Dokonca aj
v takomio pripade existuji matematické metddy, podla ktorych sa daju
vytvorit skupiny pacientov s podobnym druhom ochorenia. Tato metéda
moze sluzit na orientdciu lekdra pri ur¢ovani nedostatocne prebadanej
choroby.

Nech je dany zakladny sibor pacientov bez vyclenenych skupin Z
a CH. Ak priznaky rozliSuju druh ochorenia, potom body zodpovedaji-
cich pacientov v priestore priznakov budud vytvarat zhluky. Zaupma nas
klasifikacia tychto zhlukov.

OpiSeme jeden ]ednoduch}’l algoritmus urc¢ovania zhlukov.

1. Majme zadani mnozinu bodov A(1), ..., A(n) v priestore. Zvolime
si prvy bod A(1) za centrum z prvého zhluku. Vypocitame vzdialenost
druhého bodu A(2) od centra z. Ak tato vzdialenost prekroc¢i vopred
zadani hranicu ¢, potom tento bod zvolime za centrum z dalSieho zhluku.
Ak neprekro¢i hranicu 7, potom pridime bod A(2) k zhluku z.

Dalej postupujeme iterativne podla bodu dva.
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2. Mame prebrané body A(1), ..., A(k) a vytvorené zhluKky s centrami
Z1, ..., Zi. Ak vSetky vzdialenosti bodu A(k+1) od centrov zi, ..., z si
vi&Sie ako hranica ¢, potom tento bod zvolime za dalSie centrum. V inom
pripade bod A(k + 1) pridaime k tomu zhluku, ku ktorému je najblizSie
vzhladom na centrum.

Pri pouzivani met6d rozpoznavania obrazcov treba mat stale na pamati,
Ze vysledok metody zavisi od presnosti a vyberu Statistickej postupnosti
zakladného siiboru pacientov. Od matematickej metody mozZzeme ocaka-
vat spravne vysledky len vtedy, ked pouZijeme na zaciatku spravne tdaje.
Niektoré chyby v Statistickej postupnosti dokaZeme objavit jej analyzou,
ale to len za predpokiadu, Ze vicSina ostatnych tdajov je spravna.
Prednostou algoritmov rozpoznavania obrazcov je nielen to, Ze dokdZzeme
urcit diagnézu nového pacienta na zdklade skisenosti, ktoré sme ziskali
zo Statistickej postupnosti, ale dokaZeme ocenit dolezitost pripadne
rozhodmit o tplnosti meranych tudajov.

Matematicko-fyzikélna fakulta ma vypracované programy na rozpozna-
vanie obrazcov a zhlukovii analyzu. Tieto modely sa daji vyuzit aj v inych
oblastiach, ako napriklad pri rozpoznavani symbolov, pri automatickom
riadeni atébmovych elektrarni, pri spracovani Sekov v bankiach a pri
rozpoznavani map v kartografii.
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