MATEMATICKE OBZORY 14/1979

HRANOVE FARBENIE KOMPLETNEHO GRAFU

PAVEL HANZEL, Banskd Bystrica

Problematika farbenia hrala v tedrii grafov vyznamni tdlohu uz pri
vytvarani samotnych zdkladov tejto tedrie a aj v sucasnosti sa mnoho
autorov zaoberda rOznymi variantmi farbenia prvkov grafov. V tomto
dlanku sa budeme zaoberat hranovym farbenim kompletného grafu.

Kompletnym grafom K, nazyvame usporiadanu dvojicu K, =(V; E),
kde V je mnozina vrcholov vy, v2, ..., v, a E mnoZina hran {v,v,; 1=Sx <
<y =p}. Symbolom K, — v. budeme oznacovat kompletny graf na mno-
#ine vrcholov V {v,}. Dalej budeme pouzivat oznadenie ako v prici [2],
pricom zdkladné pojmy z tedrie grafov, ktoré nebudu definované v tomto
8lanku, Citatel ndjde v praci [3]. :
~ Definicia 1. Nech K, je kompletny graf s p vrcholmi vy, v, ..., v,
as mnozinou hran E a nech c je kladné celé ¢islo, potom pod kompletnym

c-farbenim hran grafu K, rozumieme zobrazenie

:
| g:E—{12 ...c}
|

j také, ze ak u, v e E su dve susedné hrany, potom g(u)#g(v) a pre
| lubovoIné dve celé Cisla i, j(1=i<j=c) existuji dve susedné
| hrany u, v € E také, ze g(u)=i, g(v)=j.
| Definicia 2. Achromaticky index a (K, ) je najvicsie celé &islo ¢ také, ze
| existuje kompletné c-farbenie hran v grafe K,.
{ Priklad. Pre kompletny graf K existuje kompletné 6-farbenie a 7-far-
ibenie hrdn, ako ukazuje obr. 1.

V praci [1] je ndjdené pre achromaticky index kompletného grafu K,
" ohranicenie

| 2
| akp=16, potom 22 sa(K,) 51+ [ +p(0 - 1) (0 -2).
i
|
|
|
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Obr. 1

V tomto ¢lanku ukaZeme, ze 2p —3=a(K,) ak p je neparne cislo
a 2p —4=a(K,) ak p je parne Cislo, pricom p =6.
rovnajuci sa stupfiu [ubovoIného vrchola v K,. Toto tvrdenie mozno
formulovat pomocou /-faktorizacie pre kompletné grafy s pirnym poc¢tom
vrcholov. |

Lema. Nech K, je kompletny graf s mnozinou vrcholov v, v, ..., V2, |
a nech systém S = { X, ; Xi — linedrny faktor K, } je uréita pevne zvoleni |
[-faktorizacia grafu K,,, potom zobrazenie

g:E—>{1,2,..,2n—-1}
definované tak, zZe
gvvy)=keovwv,eXi, XxeSprek=1,2,...,2n—-1
je kompletné (2n — 1)-farbenie hran grafu K,,.
Tvrdenie 1. Nech v,, vi,..., V2. su vrcholy kompletného grafu K, |

a nech systém S = { X, ; X, — linearny faktor K,,.: — vo} je uréitd pevne (
zvolena [-faktorizacia grafu K,..1: — vo, nech zobrazenie |

|
l
l
l
?
l
|
?
|
|

g:E—>{1,2,...,4n—-1}

!
l
|
|
je definované tak, ze |
l
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g(vov:)=x
g(vy)=2n+kevw,eXi, XieS,pre k=1, 2,...,2n—1.

Potom g je kompletné (4n — 1)-farbenie hrin v K,+;.
Dokaz. ‘

a) Nech v,v,, v,v, si dve rézne susedné hrany v K,,..1 (t. j. v,#v.)
pre x =0 dostavame

g(vovy) =y#z=g(vov:);
pre x>0, y =0, z >0 dostavame
g(vwy)=x=2n,g9(vv.)=2n+k,
kde k je index linedarneho faktora X, € S, do ktorého patri hrana v,v, ;

pre x >0, y >0, z >0 hrany v,v,, v,v, patria dvom réznym linearnym
faktorom systému S a podla lemy je

g (vavy) # g (viv,).
b) Nech i, j su dve celé (isla také, Ze
1si<j=4n-—1.

Uvazujme tri pripady: 1. j=2n; 2. i=2n; 3. i>2n.
V prvom pripade existuju hrany vov:, vov; € E také, ze

g(ovi)=1i, g(vov;)=j.

V druhom pripade pre hrany vov:, viv, € X; (existencia takého li-
nearneho faktora vyplyva z vlastnosti /-faktorizacie S) dostdvame

;
|
|
|
:
|
!
|
|
!
|
|
f g(vovi) =i, g(viv:)=j.

|

|V tretom pripade vyplyva existencia susednych hran ofarbenych far-
{bami i, j z tvrdenia lemy.

|
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|
|



Dasledok 1. Pre achromaticky index kompletného grafu K, s nepir-
nym poctom vrcholov plati

a(K,)=2p —3.

Tvrdenie 2. Nech vo, vy, ..., V2,1 st vrcholy kompletného grafu K,,
(n=3) a systém S = {X, ; X, — linedrny faktor K,, — vo—v:} je uréi-
td pevne zvolena [-faktorizicia grafu K., — vo— v;, nech zobrazenie

g:E—{1,2,...,4n -4}

je definované tak, Ze
1. g(vov:)=x,
2. g(viv2) =2n, g(vv3) =S5, g(vivs) =3, g(vivs) =4,
3. g(viv:)=(2n—-1)—(x —6), x =6,
4. g(vvy)=2n+(k — 1), viv, € Xk pre k>1,
5. g(vwy) =1, viv,eX,.

Potom g je kompletné (4n — 4)-farbenie hrin v K,.

Dodkaz.
a) Nech v,v,, v,v, si dve rozne susedné hrany grafu K.,
pre x =0 dostavame

g(vv,)=y#z=g(vave).

"V dalsom bez ujmy na vSeobecnosti moéZeme predpokladat, Zze y <z |
pre x=1,y, ze{0, 2, 3, 4, 5} sa di Tahko nahliadnut, Ze

pre x =1, y =6 dostavame
g(viv,))=2n—-1)-(—-6)>2n—-1)—(z—6)=g(viv.);

pre x >1 uvaZujme tri pripady: 1. y=0,z=1;2.y=1,2z>1;
3.1l<y<z

\

|

l

|

|
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|

g(vivy) #g(viv.); :
|

|

|

[

|

|

|

|
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V prvom pripade na ziklade tab. 1 dostivame

g (Vxv0) # g (v2v1).
Tabulka 1
12 3 4 5 x>§
el 2 3 4.5 ¢
gvv)|[2n5 3 4 2n-1)-(x-6)

V druhom pripade

2n+(k—1),k>1
2<g(vw1)=2n, g(v,v.)= {
» 1, v, € X4

odkial
g (vv1) # g (vev2).

V tretom pripade hrany v.v,, v,v, patria dvom réznym linedrnym
faktorom systému S, a teda g (v.v,) # g (v:v:).
b) Nech i, j si dve celé Cisla také, ze

1Si<j=4n-4.

| Potom pre i =2n lahko sa dd nahliadnut, Ze existuji dve rézne
lsusedné hrany v,v,, v, pricom g(v.v,) =i, g(v:v.)=j.

| Prei=(2n—1)+ky, j=(2n—1)+k,, kde 2=k, <k,=2n — 3 exis-
'tencia susednych hrdn v,v,, v,v, takych, Ze

|

| g(v,v,)=i, g(vxvz)=i

(

|vyplyva z tvrdenia lemy a z vlastnosti /-faktorizacie grafu K, —vo—v1.
| Désledok 2. Pre achromaticky index kompletného grafu K, s par-
'nym poétom vrcholov plati

|

a(K,)=2p —4.

;

|
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