{ HRA BARD

MILAN HEJNY, Bratislava

V poslednych dvoch desatro¢iach vzrastol zaujem matematikov o tedriu
hier. Ukdzalo sa, Ze problematika teérie hier je blizka k mnohym
ddlezitym oblastiam sudobej aplikovanej, ale aj ,,Cistej, matematiky.
Myslienky objavené v tedrii hier nachddzaju uplatnenie v ekonomike,
| planovani, doprave, zdsobovani a pod. Prica na ,,automate, ktory vie hrat
§ach‘‘ priniesla uz nejeden objav a, ¢o viac, nejeden problém.

Hlavnym problémom tedrie hier je problém konstrukcie optimdlnej
stratégie. Ide o to ndjst navod, ako ma dand hru hrat hrac, aby aj proti
,,dokonalému‘‘ siperovi ziskal najlepsi vysledok. Pri niektorych hrach,
kde doleziti dlohu hra nahoda (kartové hry, hry v kocky ...), nemozno dat
ndvod zarucujuci istotu. Existuju vSak aj také hry, kde presny navod na
,najlepsiu hru‘‘ existuje. Jednou takou hrou je aj hra Bard.

Matematicku hru Bard sme vymysleli pre potreby pionierskych taborov
mladych matematikov. Po prvy raz sa hrala r. 1977 v tdbore, ktory sa
konal v Bardejove. Odtial ma aj meno.

Pravidla hry Bard. Dvaja hraci striedavo vpisuju do deviatich poli
tabulky 3 X 3 ¢isla 1, 2, ..., 9. Kazdé ¢islo sa vyskytne prave raz. Zacinaju-
ci hra¢ A zapise 5 Cisel, druhy hra¢ B zapiSe 4 Cisla. Po vyplneni tabulky sa
spocitaji trojice ¢isel v kazdom riadku i stipci. Kazdé z tychto Siestich &isel
' znamend jeden kladny bod. Bod patri hraovi A prave vtedy, ked dané
| &islo nie je deliteIné 3 ; v opaénom pripade patri bod hra¢ovi B. Napriklad
E, v partii nakreslenej na obr. 1 si riadkové siéty 12, 14, 19 a stipcové sicty
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Obr. 1
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14, 16, 15. Prave dve z tychto Siestich Cisel su deliteIné troma. Teda
v danej partii vyhral hra¢ A v pomere 4:2.

V hre Bard maju hraci odlisné pravidla. Preto zapas bude tvorit dvojica
partii, v ktorych zacinajuceho bude robit najprv jeden, a potom druhy *
z hracov.

Stratégia hry Bard. Opisand hra ma konecnu stratégiu, ktori vieme
napisat. To znaci, vieme napisat ndvod pre hra€a A, ako ma hrat, aby aj
proti ,,dokonalému‘‘ protivnikovi B uhral ¢o najviac bodov. Podobny
navod vieme dat i pre hrica B. Cielom c¢lanku je ukazat, ako sme obe
stratégie odhalili. Citatelovi odportiéame pokiisit sa o riesenie problému ‘
samostatne. Bez nadobudnutia samostatnych skisenosti neprinesie Citanie
navodov pre Citatela velky poznatok, ani zazitok.

Zvycajny spOsob analyzy ,,malych‘ hier zaina vypisanim ,atlasu
situdcii ¢, t. j. iplného zoznamu situdcii, ktoré sa v hre mozu vyskytniit,
V hre Bard existuje 9!=362 880 kone¢nych pozicii. Pre pocita¢ nie je
toto Cislo neredlne, ale pre priacu na kolene je tretina miliéna privela.
Preto musime hladat spdsoby, ako problematiku zjednodusit. Urobime to
tak, Ze hru Bard prevedieme na ind, jednoduch$iu hru, ktorej ,,atlas
situdcii* budeme vediet vypisat na koneénom priestore a v kone¢nom
case.

Vsimnime si d6lezita vec. Pri hodnoteni hry nie je rozhodujica velkost
Cisel, ale iba ich zvySok pri deleni troma. Preto z hladiska hry s Cisla 1, 4,
7 rovnaké. Podobne si rovnaké 2, 5, 8 a tiez 3, 6, 9. netreba pisat devit
rozli¢nych Cisel. Staci pisat po tri symboly 1, 2 a 3. V takomto zjednoduse-
nom zapise bude partia z obr. 1 vyzerat tak, ako je naznacené na obr. 2.

Obr. 2

Vsimnime si teraz, ako mdzZe vyzerat trojica symbolov jedného riadku ¢i
stipca. V podstate nastavaji tri moznosti

a) vSetky tri symboly si rovnaké,
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b) prave dva symboly si rovnaké,

¢) vSetky tri symboly st navzdjom rozne.

V pripade a ¢i c bude vysledna suma deliteIna 3, a teda prislu$ny bod ziska
hra¢ B. V pripade b dané ¢islo nebude 3 deliteIné — bod ziska hrac¢ A.

Z uvedeného vyplyva, Ze pri hre vlastne vObec na Cislach nezilezi.
Doélezité je, Ze existuju tri rozne symboly, z ktorych sa kazdy prave 3 razy
zapiSe do tabulky. Ohodnotenie partie potom urc¢ime hore uvedenymi
pravidlami. PouZijeme napriklad symboly a, b, c. Tak sme hru Bard
zjednodusili na nova hru, ktorej dime meno Bardik.

Pravidla hry Bardik. Dvaja hraci striedavo vpisuju do deviatich poli
tabulky 3 X 3 symboly a, b, c — kazdy symbol prave 3 razy. Po vyplneni
tabulky ziska prvy hri¢ A po jednom bode za kazdy riadok ¢&i stipec,
v ktorom plati b; po jednom bode za kazdy zvysny stipec (v ktorom teda
plati a, pripadne c) ziska druhy hrac¢ B.

Porovnanie stratégii hier Bard a Bardik. Je ocividné, Ze hra Bardik je .
zna¢ne jednoduchs$ia ako hra Bard. Napriek tomu st stratégie oboch hier

- ekvivalentné. Poznajic stratégiu jednej z nich, budeme vediet i stratégiu
~ druhej. Toto tvrdenie si zdovodnime.

Predstavme si, Ze pozname stratégiu hry Bardik, t.j. vieme, ako
,.najlepsie ‘“ tahat v lubovolnej situacii hry. DokdZzeme, Ze potom pozname
i stratégiu hry Bard. Nech je teda dana rozohrata partia Bardu. V prvom
kroku prepiSeme poziciu do jazyka Bardika tak, Ze namiesto symbolov 1,
4,7 piSeme a, namiesto symbolov 2, 5, 8 piSeme b, namiesto symbolov 3,
6,9 pisSeme c. (Je nepodstatné, kde volime a, kde b, kde c ; dolezité je iba
to, aby kazdd z uvedenych trojic cisel bola zastupovana rovnakym
pismenom.) Tak sme ziskali poziciu hry Bardik. Podla predpokladu teraz
pozndme ,,najlepsi* tah. Spociva v zapisani jedného voIného symbolu do
jedného prazdneho pola tabulky. Tomuto tahu z Bardika zodpoveda
,najlepsi*“ tah Bardu: do toho istého pola tabulky Bard zapiSeme
niektoré z voInych cisel zodpovedajicich danému pismenu. Najlepsie to
pochopime na ilustrécii obr. 3.

Poznamenajme, Ze v hornej ilustracii sme slovo ,,najlepsi‘ nemuseli
davat do uvodzoviek. Je to jediny tah (tahal hra¢ A), ktory zaruluje
hradovi A vitazstvo 4:2. Akykolvek iny tah vedie k vysledku 4:2
v prospech hraca B. Vo v§eobecnosti viak ,,najlepsich‘‘ tahov je viacero,
preto toto slovo ddvame radsej do opatrnych tvodzoviek.

V/“
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Obr. 3

Problém nijdenia stratégie hry Bard sme zjednodusili na problém
nadjdenia stratégie hry Bardik. Tu teraz najdeme.
Stratégia hry Bardik: za¢nime tym, Ze vypocitame, kolko je moznych
vyslednych pozicii hry Bardik. Do prazdnej tabulky modzeme trojicu

9
symbolov a, a, a umiestnit ( 3 ) = 84 spésobmi. Do zvy$nych 6 prazdnych

i . . ., O
poli potom umiestnime trojicu b, b, b. To mozno uskuto¢nit ( 3)=

=20 sposobmi. Preto vSetkych moznych vyslednych pozicii Bardika je
84.20=1680. Hoci je toto Cislo 216-nasobne mensie, ako bolo pri Barde,
je este stale neslusne velké. Hladame dalSie zjednodusenia. Uvedomime
si, ze mnohé situdcie, ktoré si na pohlad rozne, st v podstate ,,rovnaké*
— davaju vysledok hry. V [ubovolnej vyslednej pozicii méZzeme urobit
urCité zmeny a nenaru$it tym vysledok. Existuji dokonca dva druhy
takych zmien. Pre nase ciele su tieto zmeny také dodlezité, Ze im venujeme
osobitni uctu — matematicki vetu.

Veta 1. Ohodnotenie vyslednej pozicie partie Bardik sa nezmeni, ak
v tabulke uskuto¢nime ktorikolvek z tychto troch zmien:

1. prestavime navzijom stipce ¢&i riadky,

2. ,,preklopime *‘ tabulku okolo niektorej z dvoch jej diagonail,

3. zamenime navzdjom symboly a, b, c.

Dokaz vety je jednoduchy. Staci, ked si uvedomime, Ze Ziadna zo zmien
nemeni poéet tych riadkov ¢&i stipcov, ktoré vyhovuji pdomienke b.
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Odteraz IubovoIné dve situacie (ukoncenej ¢i rozohratej partie), ktoré
moZno navzajom previest zmenami 1, 2 a 3, povazujeme za ekvivalentné.
Pytajme sa, kolko existuje navzajom neekvivalentnych vyslednych situacii.
Trpezliva analyza da odpoved : desat. Atlas vyslednych situdcii je uvedeny
na obr. 4. Ku kazdej situdcii st naviac pripisané isté udaje, ktoré zohrajia
tilohu finiSmana pri rieSeni problému.

Pozrite sa na poziciu IV (obr. 4). Symbol a sa nachiddza vo vSetkych
troch stipcoch, ale iba v dvoch riadkoch. Tito skutoénost zapiSeme
strucne ch(a)= (3, 2). Teda ch(a) — charakteristika symbolu a — je
usporiadan4 dvojica &isel : prvé uddva pocet stipcov a druhé poéet riadkov,
v ktorych sa symbola v tabulke vyskytuje. Podobne definujeme aj
charakteristiky symbolov b, c.

Atlas vyslednych situdcii Bardika. Existuje tychto 10 navzdjom neekvi-
valentnych vyslednych situacii Bardika. Inych niet (obr. 4).

g be I(33) a bbb (33) abb 1(33) aab (32
cab (33 boaie . (3,2) e.a b (22) cba (223
bealijl(33) cc (3,2) cca (22) ¢c be (22)
| 6 n 4 mn 2 v 2
gab (32) aab (32) aab (32 aab (2,2
cca (32) ¢cca' t22) bba 32) abb (22
b be (32) cbb  (22) cce (31) ¢ e+0 (31
v 3 vi 1 Vil 4 vii 2
aab (22) agua (31)
ace (22) bbb (31)
bich (22) ccec (G81)
X 0 X 6
Obr. 4

V atlase je pri kaZdej situdcii napisana charakteristika ch(a)
— v prvom, ch(b) — v druhom a ch(c) — v trefom riadku. Pod stipcom
tychto charakteristik je jediné ¢islo — je to pocet bodov, ktoré v danej
partii ziskava hra¢ B.

Vyslovili sme tvrdenie, ktoré vyzaduje dva dokazy. Treba ukazat, ze
7iadne dve z uvedenych situdcii nie si ekvivalentné a Ze inych, s nimi
neekvivalentnych situdcii, niet. Prvy dokaz vyplyva z charakteristik.
Ziadne dve trojice charakteristik nie si rovnaké a nemozno ich urobit

5l



rovnakymi ani zamenou symbolov a, b, c. To zistime pozornej$im prezre-
tim vSetkych desiatich trojic charakteristik.

Naroc¢nejsi dokaz druhého tvrdenia, Ze atlas je uplny. Tento dOkaz
prenechame Ccitatelovi, ktorému ddame iba radu. Analyzu vSetkych moz-
nych pozicii rozlozime do krokov. Najprv budeme skumat tie pozicie,
ktoré obsahuju aspon jeden symbol s charakteristikou (3, 3). Vzhladom
na podmienku 3 méZeme predpokladat, Ze tymto symbolom je prave a.
Vzhladom na podmienku 1 mézeme predpokladat, ze tri symboly a si
v tabulke rozmiestnené diagonalne, ako napr. v pozicii I. Po vycerpani
tych situdcii, ktoré obsahuju aspon jeden symbol charakteristiky (3, 3),
prejdeme k situiciam, ktoré sice neobsahuji ani jeden symbol charakte-
ristiky (3, 3), ale obsahuji aspon jeden symbol charakteristiky (3, 2).
Takto postupujeme az do uplného vyCerpania vsetkych pripadov.

Predpokladajme, Ze Citatel uspeSne zavi$il dokaz tvrdenia o atlase.
Zoznam vsetkych situdcii nam ddva moznost dokazat druhé vyznamné
tvrdenie o Bardiku. Opit mu venujeme vetu.

Veta 2. Charakteristiky symbolov a, b, ¢ udajia 6 ¢isel. Z nich pocet
dvojok urCuje pocet bodov hraca A a pocet neparnych Cisel urCuje pocet
bodov, ktoré ziskal v hre hrac B.

Dokaz vety spociva v prevereni jej platnosti v kazdom z 10 pripadov
atlasu. Skutocne, v situdcii I je 6 trojok, teda vysledok partie je A:B =
=0:6. Analogicky pre zvySnych 9 pripadov.

Stratégia hry Bardik ukoncienie. Z vety 2 vyplyva ihned zikladné
pravidlo pre oboch hraCov. Hra¢ A sa snazi, aby charakteristiky boli
(2, 2), hrac B sa snazi, aby boli (3, 3), ¢i (3, 1). Pri obojstranne dokonalej
hre potom kazda partia skonc¢i vysledkom 4:2 v prospech hraca A.
K dokazu ziverecného tvrdenia si zavedieme pomocné oznacenie poli
tabulky, na ktorej sa hra odohrava. Oznacenie pomocou velkych pismen
je na obr. 5.
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Stratégia hraca A. Hracovi A staci dosiahnut, aby jeden zo symbolov a,
b, ¢ mal charakteristiku (2, 2). Z atlasu vidiet, Ze potom uz A ziska aspon
4 body. Hra¢ A polozi najprv na pole A symbol a. Hrai¢ B ma 4 mozné
neekvivalentné pokracovania:

l.ana B,
2.ana E,
3.bnaB,
4. bnakE.

Pri prvych dvoch pripadoch méze hrat A tak, Ze symbol a bude na A,
B, E, t.j. ch(a)=(2,2). V pripade 3 polozi hri¢ A symbola na C.
Hra¢ B musi polozit a na E (¢i H, ¢o je ekvivalentné, lebo inak
bude ch(a)= (2, 2). Teraz polozi hri¢ A na pole H symbol b a ziska
ch(c)=(2, 2). Konecne v pripade 4 polozi hra¢ A symbol c na I. Teraz je
na tahu hra¢ B. Nech urobi akykolvek tah, tak v nasledujicom tahu
hria¢ A polozi rovnaky symbol tak, ze jeho charakteristika bude (2, 2).

Stratégia hraca B. Kazdy prvy tah hraca A je ekvivalentny s poloze-
nim a na A. Hrac B polozi b na B. Hra¢ A ma 5 moznych pokracovani :

. a naC, .

. a kamkolvek na druhy ¢i treti riadok,
.ena E,

. cnaC.

5. cnalk.

S W N =

V pripade 1 pokracuje B polozenim a na E bez ohladu na dalsi tah
hraca A' polozi potom b na D alebo F. Tak charakteristika a aj b bude
obsahovat aspon jednu dvojku. V pripade 2 polozi B symbol a na pole
tak, ze ch(a)= (2, 2). V pripade 3 polozi ¢ na C a hrozi bud polozit ¢ na
G, alebo a na H. Preto musi hri¢ A polozit ¢ na H, po ¢om hrac B
polozi b na F. V pripade 4 polozi B symbol ¢ na C a prevedie situiciu na
pripad analyzovany v bode 3. Koneéne v pripade 5 polozi hraé¢ B symbol c.
na C. Ak teraz hra¢ A polozi ¢okolvek na D, E, G alebo H, doplni
hraé B v dalsom kroku tento stipec tak, Ze¢ bude v prospech neho. Ak
hrd¢ A polozi na I symbol a, tak B polozi a na E ; ak hrd¢ A polozi na
pole I symbol b, tak hra¢ B polozi b na D. Vidy potom hria¢ B ziska
symbol s charakteristikou (3, 3). .
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Dokazali sme zdverecné tvrdenie.

Veta 3. Pri obojstranne optimalnej hre oboch hra¢ov v hre Bard ¢i
Bardik bude vysledok A:B=4:2.

Na dovazok este otazka. Ako bude vyzerat stratégia hry Bard, ak
pozmenime hodnotenie — sty deliteIné troma budi dobré body hraca A
a sucty nedelitelné troma budi dobré body hraca B?
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