MATEMATICKE OBZORY 19/1982

DIFERENCOVANE O DIFERENCOVANI

BELOSLAV RIECAN, Bratislava

Obcas sa znovu modzZeme stretnit s otdzkou: Naco na strednej Skole
vyucovat diferencialny a integralny pocet, ked na vysokej Skole ho aj tak
treba prebrat znovu? Tento ¢lanok chce byt jednou z kompromisnych
odpovedi na uvedenu otazku: Na rozdiel od vysokej Skoly predsa na
strednej Skole postaci o diferencidlnom pocte (na ktory sa v tomto ¢lanku
obmedzujeme) prva informécia.

Pravdu povediac text naznaceny v tomto ¢lanku povazujeme skor za
nultd informaciu, ked za prvi by sme chceli oznacit skor to, ¢o sme
vtesnali do uéebnice [1], ¢i do jej experimentalnej novelizacie [3]. (Niet tu
asi vhodnej atmosféry na to, aby sme sa priznali, Ze sme uvazovali aj
o informécii minus prve;j.)

Aj predloZeny text ma svoj experimentélny ucel. Jeho podstatna cast
bola zahrnuta do experimentalnej ucebnice [2]. Mnohé zo spomenutej
ucebnice tu reprodukujeme. Robime tak jednak preto, Ze experimentalny
material [2] ma predsa len mensiu publicitu a ide ndm trochu o jeho SirSie
posiidenie, jednak preto, Ze osud experimentalnych ucebnic vobec a tejto
diferencidlnej vsuvky osobitne je velmi neisty. Verime, Ze naSa nultd
informacia si najde aspon kde-tu svojich priaznivcov. Okrem toho v Casti
venovanej aplikdcidm uvddzame ako alternativu novi aplikaciu (priblizné
rieSenie rovnic), kedZe povodny zamer (pouzitie diferencidlneho po¢tu na
skimanie priebehu funkcii) sa v [2] de facto nepodarilo realizovat.
V predlozenej verzii si obidve aplikacie od seba nezavislé.

Dotycnica k parabole

Vieme, Ze kazda linearna funkcia s definicnym oborom R je dana
rovnicou
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y=ax+b (1)

kde a, b su redlne cisla, a# 0. Predstavme si, Ze o istej linedrnej funkcii f
vieme, ¢omu sa rovna a, a pozname jeden jej prvok [xo, yo]. Je tymito
udajmi funkcia f jednoznacne uréena?

V rovnici (1) je nezname ¢&islo b. To vSak mdzZeme [ahko uréit.
Dosadime za x &islo xo, za y €islo y, a dostaneme y,=ax,+ b ; odtial
b = yo— axo. Kazda linearna funkcia s definicnym oborom R je jednoznac-
ne uréena koeficientom a a jednym svojim prvkom.

Rovnicu (1) méZeme vyjadrit v tvare

y=ax+Yyo— axo

y—Yo=a(x— xo) (2

Namiesto ,,linedrna funkcia f je dand rovnicou (2)* sa pouziva uslovie
»priamka (ktora je grafom funkcie f) ma rovnicu (2)*, resp. ,,priamka
s rovnicou (2)*, resp. ,,priamka je dana (uréen4) rovnicou (2)“. Cislo a
nazyvame smernicou prisluSnej priamky. Aky je geometricky vyznam
smernice ? Zvolme na danej priamke este jeden bod [xi, yi]#[x0, Yo].
Potom

y—Yo=a(x — xo)

y=yn=a(x—x)
odkial od¢itanim dostaneme

Y1= Yo= a(x — Xo)

teda (obr. 1)
(%,,%)

(xq, Yol Ao %%

X|~Xg

/ Xg X1
Obr. 1
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" A teraz sa venujme rieSeniu tejto tlohy: K parabole y=x7 (t.j. ku
grafu funkcie s rovnicou y = x*) chceme néjst dotyénicu v bode [1, 1] (obr.
2). Co mame k dispozicii ? Priamka, ktora prechadza bodom T, = [xo, yo]

y=x2

N

Obr. 2

SO smernicou ¢ ma rovnicu
Y= Yyo=a(x = Xo)

Bod [xo, yo] pozname: je to bod [1, 1], teda xo=1, y,=1.
y—1l=a(x—-1)

Treba eSte uréif smernicu a. Pre rozne smernice dostivame rdzne

A
F

Obr. 3

N 7
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priamky, ale len jedna z nich je ta ,,prava“ (obr. 3). Ako ju najst v takom
mnozstve priamok ?

Na parabole y=x’ zvolime este nejaky dal§i bod T,=[xi, y:], napr.
[1,5, 2,25]. K dispozicii médme eSte jeden poznatok: priamka 7,7, ma
smernicu 2—2°, Pre x, = 1,5, yi=(1,5)*=2,25 dostdvame smernicu

Xi= Xo

Obr. 4

To vSak nie je hladana smernica. UZ na prvy pohlad vidiet (obr. 4), ze
priamka 7,7 (s rovnicou y —1=2,5(x — 1)) je prilis ,,vzdialena‘ od nasej
dotycnice.

Skusme priblizit bod x; k bodu 1, nech napr. x, =1,1. Potom x;=1,21
a smernica priamky 7,7 je

1211
0

021
=g =21

V pripade, ze x,=1,01, x{=1,0201, a teda smernica je

1,0201—1 _0,0201
101-1 . 0O

Ak x;=1,001, tak xi=1,002001 a smernica je

=2,01
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1,002001 -1 _0,002001
1,001—1 0,001

=2,001

Vidime, Ze smernica sa nezadrzatelne bliZi k dvom. Ani jedna z uvedenych
smernic vSak nie je smernicou doty¢nice. Smernicou dotyc¢nice je Cislo
a=2. Rovnica doty¢nice ma teda tvar (obr. 5)

y—1=2(x—1)

y=2x-1

Obr. 5

Skor, ako prejdeme k dalS$im tlohdm, v§imneme si, Ze predchadzajice
vypoéty sme si mohli ulahéit pouzitim vztahu @’ —b’>=(a—b)(a+b).
Teda napr.

295-1 15-1°'(48 il v 41)

% i ey
aip-1r ail-ndii) .
) e et 12

(1,012 -1° .
oo - Lo1+1=201
(1,001) — 12

i34 5 1,001 +1=2,001

Vseobecne pre x# 1 plati
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x2—1=(x—1)(x+1)=x

X1 -1 t

Ak sa teda x blizi k ¢islu 1, t. j. priamka 7,7, k doty¢nici, bliZi sa jej
smernica k ¢islu 1+1=2. V matematike sa toto ,,blizenie** zvycajne
oznaCuje, mozno povedat, nazornym spésobom

lim(x+1)=2
X =1
kde lim je skratka slova limita, ¢o znamena vlastne hranicu.
Priklad. Néjdite rovnicu dotyénice k parabole y=x’ v bode [x4, x3].
Najskor vypocitame smernicu priamky T,T;, kde T, =[x, x°], x# x,:

r-5 -9k
X~ X A X

X+X()

Ak sa x blizi k bodu x, tak x + x, sa blizi k xo+ xo, t. j. k 2x,. UCene
zapisané

. X
a=lim
vy X7 Xo

=2X(|

Rovnica dotyénice k parabole y=x’ v bode [xo, x3] preto bude
y — x6=2x0(x — X0)

V tejto chvili bude dobre nechat Ziakov samostatne pocitat podobné
priklady, aby sa vzapiti dej mohol posunit o kus dopredu.

Derivicia polynomickej funkcie

Polynomickou funkciou nazyvame funkciu, ktord je dand rovnicou
y=0x"H@ax" ot ax+ao

kde n je Tubovolné neziporné celé &islo, ao, ..., a, su redlne Cisla.
Derivicia je ¢islo, pomocou ktorého sme hladali doty¢nice. Je to smernica
dotyénice. Pojem derivécie sa neobmedzuje len na funkciu y = x*, deriva-
ciu mozno zaviest aj pre iné funkcie.
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Derivacia funkcie f v Cisle xy je Cislo

1 ( g f(x)-f(x")
f (x“) - .1113, X — Xa
(ak sa, pravda, ten podiel vobec k nie¢omu bliZi).
Priklad. Vypoditajte derivaciu funkcie f:y=x" v &isle x,. Upravime
podiel

fx) = fxo) _x*—xd _ (x = x0)(x” + xx0+ x3) _
Xk X Xo %~ Xo

=x2+xxo+X(2v (x-r"—'Xo)
Ak sa k blizi k x, tak sa x” blizi k x5, xx, k x3, teda
lim (x2 + xxo +X(2)) = X(z) + XoXxo + X(2> = 3X(2)
Tym sme vypocitali derivaciu funkcie f v bode x,:
f'(x0)=3x3

Na vypoget derivacie [ubovolnej polynomickej funkcie stadia tieto tri
pravidla:

1. Nech f:y=x", neN. Potom pre kazdé x,eR plati

f'(X()) =n .x(’;_'

2. Nech f, g su polynomické funkcie s defini¢cnym oborom R, pre ktoré
plati: pre kazdé xoeR plati g(x)=c.f(x). Potom

g'(xu) =C .f’ (X())

3. Nech f, g, h st polynomické funkcie také, ze h(x,) = f(x) + g(xo).
Potom

R’ (x0) = f'(x0) + g' (x0)

Pravidla 1 aZ 3 mozno ulozit lepSim Ziakom ako nepovinni, prémiovi
domacu ulohu.

Priklad. Vypo¢itajte derivaciu funkcie f:y=x+6x>+9x—16 v &isle
Xo. .

PodIa tretieho pravidla (derivacia sictu sa rovna suctu derivacii) staci
postupne vypocitat derivacie funkcii
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y=x,y=6x’y=9x,y=-16

Konstanty nas nemylia, pretoze podla druhého pravidla ich mozno ,,vynat
pred derivaciu®, teda napr.

(6)C(2))’ = 6(X(2))' =6.2x0=12x

V pripade linearnej funkcie y =9x si sta¢i uvedomit, Ze priamka, ktora je
jej grafom, je doty¢nicou sama k sebe; teda derivacia funkcie y=9x
v Cisle x, (CiZze smernica priamky y=9x) je &islo 9. :
Grafom funkcie y = — 16 je priamka rovnobezna s osou x. Jej smernica
sa rovna 0.
Spolu teda mame

f(x0)=(x3)' +(6x3)' + (9x0)' +(—16)' =3x5+ 12x0+9

Derivacia a monotonnost

Majme danui polynomicku funkciu f s definicnym oborom R a dve
redlne &isla x;, x», x;<x.. Spojme body A =[x, f(x1)], B=[x, f(x2)]
useckou (obr. 6). Vidime, Ze existuje aspon jedno také ¢islo ce(x, x2),
pre ktoré je dotycnica ku krivke f v bode C=[c, f(c)] rovnobezna
s iseCkou AB. (Takych bodov méze byt aj viac, na naSom obrazku si
dva.) Pokisme sa uvedeny fakt opisat pomocou derivicie. Smernica

priamky AB je cislo (obr. 7)

fCx2) = f(x1)
Xo— Xi
B
C |
A | |
| | |
' e
X1 c X
Obr. 6
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: f(x,)=f (x,)

[
;
Y2

b i
-

Obr. 7

Smernica doty¢nice v bode C je &islo f'(c). Dostdvame teda tvrdenie:
Pre TubovoIné redlne cisla x;, x», také, ze x, <x, existuje také ce(x,
xl)a Ze

f(2) = f(x1) = f'(e)(x2— x1)

Toto tvrdenie m6zeme vhodne pouzit pri skimani priebehu funkcii:

Ak ma funkcia v kazdom bode intervalu (a, b) kladni derivéciu, tak je
v tomto intervale rastiica. Ak ma v kazdom bode intervalu (a, b) zdporni
derivaciu, tak je v tomto intervale klesajica.

Skutoéne, nech napr. funkcia f ma v kazdom bode z intervalu (a, b)
kladni derivaciu. Nech x;, x, su prvky tohto intervalu, x; <x.. Mame
dokazat, ze f(x\)<f(x:):

) = () = [ (€)= x))>0

>0 >0

teda f(x,)> f(x;). Druhé tvrdenie sa dokaze podobne.

Priklad. Ur¢te intervaly, v ktorych je funkcia f:y=x*>+6x"+9x—16
rastica, resp. klesajuca.

Derivécia funkcie f v cisle x je

F(x)=3x"+12x+9=3(x+4x+3)

RieSenim nerovnice x’+4x+3>0 lahko zistime, Ze f'(x)>0 prave
vtedy, ked xe(—®, —3)u(—1,»), f(x)<0 prive vtedy, ked
xe(—3, —1). Dospeli sme k zaveru:

Funkcia f je rastica v intervaloch (—o, —3), (—1, ®), klesajica
v intervale (—3, —1).
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Priblizné rieSenie rovnic

Pri troche pozornosti by sme mali vediet vyriesit kazdi linearnu a kazda
kvadraticku rovnicu. S rovnicami vyssich stupriov je to horsie. Vzorce pre
rovnice tretieho, resp. §tvrtého stupna su také komplikované, ze ich nikto
nepouziva. Pre rovnice piateho stupna také vzorce neexistuji a ani nikdy
existovat nebudu.

Pravdaze, pred 300 rokmi toto nebolo zname. Ale uz vtedy Newton
vynasiel sposob, ako sa daji rovnice tvaru f(x)=0 riesit priblizne.
Myslienka je jednoducha: Namiesto krivky y = f(x) pracovat s jej doty¢-
nicou (obr. 8). Nie je chyba, ak na prvy raz nedostaneme koren. Cely
postup mozeme niekolkokrat zopakovat (obr. 9).

¥l
Xt ————

/*c 2 PLL %
Obr. 8 Obr. 9
Priklad. Napiste rovnicu dotycnice ku grafu funkcie f: y=x"+
+x*—x’—2x—2 v bode [2, ?] a najdite priesecnik tejto dotycnice

S xX-0vOou 0osou. :
Pretoze xo=2, mame y,= f(x)=2"'+2'—2’-2.2—-2=14. Dalej

f(x)=4x2+3x0—2x—2
teda pre smernicu a plati
a=f(2)=4.8+3.4-2.2—-2=38
HIadana rovnica doty¢nice :
y = yo=a(x — Xo)
y—14=38(x—2)
20



V jej priese¢niku [x,, y;] s x-ovou osou plati y,=0. Pre siradnicu x,
mame preto

—14=38(x, —2)

teda

x.—2= —ﬁ

14
X|=2-“3’§=1,63

Priklad. NapiSte rovnicu doty¢nice ku grafu funkcie f v bode [xo, ?]
a najdite priese¢nik [xi, 0] tejto dotyénice s x-ovou osou.
Ako sme uz aj skor videli, rovnica dotyénice v bode [ xo, f(x0)] ma tvar

Y~ Yo=alx — xo)
y = f(x0) = f(x0)(x — x0)
V priesecniku dotycnice s osou x plati y, =0, teda

0~ f(x0) = f' (x0)(x1 — x0)

. Xn)

v X1 — Xo f, (x())
o i f(xa)
-k f ! (X())

Dostali sme vzorec aj pre pripadné opakovanie celého postupu. Ak
v bode [ xi, f(x:)] zostrojime doty¢nicu, tak pre jej prieseénik [x,, 0] s osou
x zrejme plati

fx)

X2= X —f'(xl)
pri dalSom opakovani
.. e
Tt

atd. Ak budeme mat trochu Stastia, m6Zeme sa takto dostat ku korefiu.
A ked aj nie na koren, aspoii do jeho blizkosti.
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Priklad. Najdite priblizne koren rovnice x*+ x* — x* — 2x — 2 =0 leziaci
v intervale (1, 2).

To, ze v intervale (1, 2) naozaj lezi nejaky koren vyplyva z toho, zZe
f(1)= —3<0, f(2)=14>0. Prvé priblizenie nam dal priklad 4:

Jn) _, 14 163

X =X()-f,(x”)— 38
Dalej mame
S i
X2=X— i =1,63 20,03—1,45
58 L2 B PR L I
X3a=X2 F(x) 1,45 12,86—1’414247

Zaokruhlenie x;=1,4142 vedie k zaujimavému ukazu:

£(1,4142) = —0,000169

/x1

Obr. 10

To je podozrivé: zaokrihlenim (obr. 10) sme koren asi preskocili. Ale
f(1,41424)=0,00033. Vidime, Ze skuto¢ny koren lezi medzi tymito
dvoma hodnotami

1,4142<c<1,41424

Chyba, ktorej sa dopustime, ak namiesto ¢ pouzZijeme 1,41424, je teda
mensia ako 0,0005. Nakoniec prezradme ¢itatelovi, Ze korefiom danej

rovnice (ako sa sam lahko moze presvedtit) je V2.

22



Literatiira

[1] Rie¢an, B—Vaifiatova, L.: Matematika pre gymnazia 7, SPN Bratislava, Praha 1980.

[2] Odvirko, O. a kol.: Matematika, exp. ucebny text pre 2. ro¢. gymnazia, 2. ¢ast, SPN
Praha, Bratislava 1980. .

[3] Riecan, B. a kol.: Matematika, exp. ucebny text pre 3. ro¢. gymnazia, 2. ¢ast, SPN
Bratislava, Praha 1981.

23



	Matematické_obzory_1981_83-0222
	Matematické_obzory_1981_83-0223
	Matematické_obzory_1981_83-0224
	Matematické_obzory_1981_83-0225
	Matematické_obzory_1981_83-0226
	Matematické_obzory_1981_83-0227
	Matematické_obzory_1981_83-0228
	Matematické_obzory_1981_83-0229
	Matematické_obzory_1981_83-0230
	Matematické_obzory_1981_83-0231
	Matematické_obzory_1981_83-0232
	Matematické_obzory_1981_83-0233
	Matematické_obzory_1981_83-0234

