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O MATEMATICKEJ KULTURE UCITELA MATEMATIKY

TIBOR SALAT, Bratislava

Uvahy, ktoré tu predkladdm, sii vysledkom zamyslenia sa pri roznych
prilezitostiach (v dennej préci, pri priprave referatu na Krajski konferen-
ciu o vyufovani matematiky v Nitre v roku 1982 pri praci spojenej na
rieSeni rezortnej vyskumnej tilohy R$-V-14/1 a pod.).

Matematickou kultirou uéitela matematiky rozumiem isti vybavenost
ucitela matematiky urcitymi schopnostami a znalostami v oblasti matema-
tického vzdelania, ktord umoznuje vykonavat funkciu ucitela matematiky
na vybornej drovni. Podotykam uz teraz, Ze nemozno celi vec zredukovat
na obsahovi pripravu ucitela matematiky, dokonca by bolo nespravne,
ako uvidime dalej, matematickd kultiru ucitela matematiky merat len
mnoZstvom. jeho matematickych poznatkov.

Aké si zlozky matematickej kultiry ucitela matematiky? Veci,
o ktorych bude re¢, sa tykaju v podstate kazdého ucitela matematiky bez
prihliadnutia na to, na akom stupni S$koly posobi. No pre urcitost
konkrétne situdcie budem formulovat pre ucitela strednej Skoly. Za zlozky
matematickej kultiry ucitela matematiky pokladam: 1. matematické crty
myslenia uéitela, a to v najSirSom zmysle slova (formativna stranka
pripravenosti ucitela na vykon jeho funkcie). Sem patri schopnost samo-
statnym Stidiom ziskavat nové poznatky v matematike, a tie na istej
urovni rozvijat a aplikovat, dalej schopnost kombinovat matematické
poznatky, viest bezné uivahy, schopnost formulovat jednoduché problémy,
tie riesit alebo aspori navrhovat cesty riesenia, a tak ziskavat Studentov pre
tvorivé Stidium matematiky. Tuto zloZku matematickej kultiry ucitela
matematiky pokladdm za rozhodujicu. Ked predoslé aplikujeme na
skimanie charakteru ucebnych textov z matematiky, dos:ivame zaver
o neudelnosti takej matematickej literatiry, ktord sa zdmerne vyhyba
matematickym Gvaham, Spekulovaniu, ktorej ide len o akysi aplikacny
efekt matematickych poznatkov danych takmer vo forme vyhlaSok
a nariadeni.



Druhu zlozku matematickej kultiry ucitela matematiky tvori dostatoc-
na zasoba matematickych poznatkov. Ide mi o primerany rozsah matema-
tickych poznatkov. Primeranost je vec individudlna, no zdorazriujem ju
preto, aby sa nevytvoril mylny dojem, Ze samotné hromadenie vedomosti
dostato¢ne neprezitych a nestravenych aktivnym, tvorivym premyslanim,
moze vytvorif matematicki kultiru ucitefa matematiky. Coho sa tie
poznatky maji tykat? Z hladiska potrieb ucitela matematiky strednej
Skoly maju tvorit akisi nadstavbu, nadhlad nad Skolskou matematikou.
Naco nadhlad? Iste by mohol jestvovat ucitel, ktory by bol schopny
vyucovat aj bez nadhladu. No nie je vyuCovanie ako vyucovanie. Iste je
spravna zasada, Ze Skolska matematika ma na adekvatnej drovni odrazat
aj stav matematiky ako vedeckej discipliny a poskytovat aj ked skromné,
no predsa len akési uvedenie do Stiidia matematiky ako vedeckej discipli-
ny. Spominany nadhlad pomaha realizovat predosli zasadu. Dalej vysSia
vzdelanostna uroven ucitela pomaha mu lepsie posudit zdvaznost jednotli-
vych partii Skolskej matematiky z hladiska potrieb Studenta v budicnosti.
Je nacase zamysliet sa nad vytvorenim takej Studijnej prirucky, ktora by
pomahala orientovat sa v nadhodenej problematike potrebného nadhla-
du, ktory by mal mat u¢itel matematiky strednej $koly. Tazko mozno totiz
ocakavat, ze veci dobre pdjdu aj bez takej prirucky. Nadhlad by mal
vyustit az do oblasti tvorivej vedeckej prace.

Tretou zlozkou matematickej kultiry ucitela matematiky moze byt jeho
pripravenost v oblasti didaktiky matematiky a pedagogicko-psychologic-
kych vied, ovladanie hlavnych didaktickych zasad a schopnost ich tvorivé-
ho uplatiiovania v procese vyucby matematiky.

‘Zdoraznujem nenahraditelnost uvedenych troch zloZziek matematickej
kultiry ucitela matematiky. Vynechanie ktorejkolvek z nich vedie
k neplnohodnotnosti vyucujiceho.

Aké podmienky na realizovanie uvedenych troch zloziek matematickej
kultiry poskytuje sucasné ucitelské Stidium? Vytvdranie 1. zlozky
u posluchacov ucitelského smeru §tidia je predovSetkym otazkou kvality
prace ucitelskych fakult. Z hladiska organizacie pripravy uciteflov mozno
s Titostou konstatovat, Ze v prestavbovych ucebnych planoch neexistuju
semindre z matematiky v 5. ro¢niku, pretoze prave semindre z matematiky
boli a su tou organiza¢nou formou, v ktorej mozno 1. zlozku najispesnej-
Sie rozvijat, kde mozno Studentov viest k tvorivému mysleniu v matemati-
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ke. Ucebny plan vytvara predpoklady na realizaciu vychovy k nadobudnu-
tiu zloZiek 2. a 3. Ucebny plan umoziiuje ziskat zdkladné poznatky z troch
hlavnych matematickych disciplin: analyzy, algebry a geometrie, dalej
z numerickej matematiky, programovania, pravdepodobnosti a matema-
tickej Statistiky, pamdtd tieZ na poucenie o ziakladnych problémoch
v oblasti filozofie matematiky. Ina vec je, do akej miery ucebny pldn dava
dostatok priestoru na tvorivé prezivanie matematickych poznatkov, ich
rozvijanie. V porovnani s u¢ebnymi planmi sovietskych pedagogickych
institutov je v nasSom plane predimenzovany vSeobecny zaklad a poddi-
menzovany rozsah didaktik predmetov kombinacie (pozri [4], s. 437). To
je dost smutna skutocnost, pretoze tento stav nezodpoveda vyznamu
tedrie vyucovania predmetov kombinacie pre pripravu novych ucitelov.

V dalsom si pohovorime o probléme sistavného a trvalého zabezpeco-
vania rastu matematickej kultiry ucitefov matematiky. NemozZno reélne
ocakavat ani teraz, ani v budicnosti, Ze by priprava ucitelov na vysokych
skolach bola schopna zabezpecit dostato¢ni iroveri matematickej kultury
absolventa az do konca jeho posobenia na Skole Ak aj odhliadneme od
potreby inovacie poznatkov, ktor4 je v epoche vedecko-technickej revolu-
cie asto zdorazniovanou ¢rtou vysokoskolského Stidia, tak uz samotny
Zivot ucitela, ktory md rad svoje povolanie a svojich Ziakov, ho vedie
k tomu, aby neustile usiloval o rast svojej matematickej kultiry. To
zabezpecuje, Ze takyto ucitel sa stdva dokonalejsim pomocnikom mladych
Tudi, lepSie im rozumie, chape ich, a preto je schopny ich vhodne
usmernovat. Neustdle sebazdokonalovanie uditela je nevyhnutnou pod-
mienkou pre rast kvality jeho pedagogickej prace. Pritom nielen pre jeho
Ziakov, ale aj prentho samotného tato snaha prinasa cenné vysledky.
PredovSetkym mu prinasa isté dusevné uspokojenie, cisté svedomie, ze
urobil, ¢o bolo v jeho silach pri slabsich vysledkoch Studentov, prinasa
obycajne zlepsenie vysledkov jeho prace v pedagogickom procese, ¢o ho
iste napliia sebauspokojenim. Ugitel, ktory sa sim intenzivne zdokonalu-
je, je aj psychicky blizsi Studentom, lebo sam je $tudent. Dalej jeho
osobny priklad strhava ziakov k zanietenému $tidiu matematiky ovela
ucinnejsie, nez by sa to dalo docielit najlepsimi kazatelskymi vykonmi.

Ako by malo vyzerat toto siistavné sebazdokonalovanie ucitela mate-
matiky? Ako si to sam predstavujem, to hodlam demonsStrovat na
konkrétnom priklade. Skisenosti z PGS a roznych foriem dalSieho
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vzdelavania ucitefov matematiky ukazuji, Ze najefektivnejSie su tie
formy, pri ktorych obsah dalSieho vzdeldvania, jeho orientacia je tzko
spojena s bezprostrednymi potrebami ucitela v realizacii pedagogického
procesu na strednej Skole. Priklad, ktory uvediem, plne reSpektuje tieto
skiisenosti.

Predstavme si, Ze ucite] matematiky prebera na strednej Skole ucivo
o extrémoch realnych funkcii jednej realnej premennej. Vznika otazka,
ako vyzera idedlne na toto ucivo pripraveny ucitel. Domnievam sa, Ze taky
ucitel by mal spifiat tieto podmienky: '

a) dobre ovlada preberani latku (po stranke vecnej a didaktickej) a ma
dobry prehlad o rozmanitych aplikaciach u¢iva (pozna vhodné zbierky
prikladov, pripadne sam vie formulovat vhodné situacie, v ktorych sa da
ucivo aplikovat);

b) dobre pozna suvislosti uciva s inymi c¢astami Skolskej matematiky
(vlastnosti spojitych funkcii na kompaktnych intervaloch, priebeh funkcii,
vlastnosti derivécie funkcie a pod.);

c) je schopny ozivit v sebe spomienky na ti cast nadhladu, ktora sa
tyka preberaného uciva. Pod vplyvom tohto spominania zvazi postavenie
uciva v Struktire Skolskej matematiky a matematiky vObec a uvazi
moznosti jeho vyuzitia pri dalSom sebazdokonalovani.

Tvorivo vyucujici ucitel sa mdze zamyslat nad preberanou latkou
z metodického hladiska, ak si napriklad v§imne u svojich §tudentov sklon
k mechanickému uplatiiovaniu istych poznatkov (body lokdlnych extré-
mov funkcie f st rieSeniami rovnice f’'(x) =0 — to plati len pre diferenco-
vatelné funkcie, treba vymysliet vhodné priklady, ktoré objasnia postave-
nie predpokladu diferencovatelnosti funkcie f; hodne moznosti v tomto
smere poskytuje skimanie vztahu lokdlnych extrémov ku globalnemu
extrému a pod.). DalSie tvorivé snahy sa mozu tykat §truktiiry mnoziny
M(f) vSetkych bodov ostrych lokalnych maxim (podobné ide robit aj pre
minima funkcie f). U Ziakov treba pestovat snahu poznat kvoli vlastnym
uvaham dostato¢nii zdsobu prikladov. Preto je ucelné riesit takéto ulohy:
Zostrojit k danej kone¢nej mnozine A c R takd funkcu f: R— R, aby
A = M(f). Vec je jednoduchd, ak A# 0. Vtedy nie je tazké najst dokonca
spojiti funkciu s uvedenou vlastnostou. Veci sa komplikuji, ak A =0.
Vtedy takou funkciou je funkcia f(x)=arctg x (xe R). Mozno obvyklym
sposobom zaviest pojem jednostranného extrému (ostrého alebo neostré-
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ho, extrém zlava, resp. sprava). Zosilnenim predoslej otazky je otazka, ¢i
existuje taka funkcia f:R— R, ktord by v nijakom bode nemala jedno-
stranny neostry lokalny extrém. Sikovny priklad takej funkcie je uvedeny
v [2] s. 24. Ide o takto definovani funkciu f(x)=0, ak x je iraciondlne
cislo a f(x)=(—1)? q/(q+1), ak x=p/q je zédkladny tvar raciondlneho
Cisla x. Je to akasi extremalna funkcia, nema nikde ani len jednostranny
extrém. Opacnym extrémom by bola funkcia, ktord by mala extrém
v kazdom bode. Ak by iSlo o neostry extrém, vec je jednoducha
a prikladom takej funkcie je fTubovolna konstantna funkcia. Ak vSak ide
o ostry extrém, treba sa hlbSie zamysliet nad existenciou takej funkcie.
Spomienky na nadhlad mozno poradia ucitelovi, Ze taka funkcia neexistu-
je. Je totiz dobre zname, Ze redlna funkcia na topologickom priestore so
spocitatelnou biazou moéze mat len spocitatelne vela bodov ostrych
lokdlnych extrémov. Tvorivy uéitel sa moze pokusit overit si tento
poznatok v elementdrnej situdcii (tj. pri uive strednej skoly). Napriklad
takto: Nech ae M(f). Potom existuje také ne N, ze pre kazdé xe(a—1/n,
a+1/n)=1I,(a), x# a, plati f(x) < f(a). Oznaéme znakom M, (f) mnoZinu

vetkych a s uvedenou vlastnostou. Potom zrejme M(f)= CJM,,(f)
n=1

a M,(f) (n=1, 2, ...) je zrejme spocitateInd mnozina, lebo I,(a), ak
aeM,(f), okrem a nijaky iny bod mnozZiny M,(f) neobsahuje.

Teda funkcia f: R— R nemdze mat ostry lokalny extrém v kazdom
bode, mnozina M(f) je spocitatelnd. Naskytd sa otazka, ¢i podobna
situdcia nastdva aj v separabilnych topologickych priestoroch, teda ¢i pre
Tubovolni redlnu funkciu definovani na separabilnom topologickom
priestore je M(f) spocitatelnda mnozina. Ukazuje sa, Ze na separabilné
priestory nemozno rozsirit predoSly poznatok o spocitatelnosti mnozin
M(f) z tedrie priestorov so spocitatelnou bazou. Ukazuje to tento priklad.
Zavedme na R topoldgiu tak, Ze za jej bazu vezmeme systém vsetkych
mnozin tvaru

{x}u(x—a, x+a)nQ, xeR,a>0

Dostaneme tak separabilny topologicky priestor (v fiom je hustd mnozZina
Q vsetkych racionalnych ¢isel). Definujme na R s uvedenou topolégiou
funkciu f dirichletovsky takto: f(x) =1, ak x je iraciondlne a f(x) =0, ak x
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je raciondlne cislo. ’ahko overite, Ze pre tito funkciu plati M(f)= R — Q.
Ma teda nespocitatelne vela bodov ostrych lokdlnych maxim.

Poznatok o spocitatelnosti mnoziny M(f) v pripade redlnej funkcie na
topologickom priestore so spocitatelnou bazou vedie k otdzke, ¢i ku
kazdej spocitateInej mnozine AR, A ={a;, a, ...} mozno zostrojit
taki funkciu f: R— R, aby M(f)=A. To naozaj mozno urobit. Staéi
zvolit f(a)=1/k (k=1,2, ...) a f(x) =0 pre ostatné x. Vyznam takychto
konstrukcii je znacny z hladiska pestovania matematickej kultiry. Takéto
konstrukcie vedi k samostatnému narabaniu s matematickymi pojmami,
k vytvdraniu vlastnej zasoby konkrétneho matematického materidlu, na
ktorom mozno overovat vSeobecné poznatky, resp. hypotézy.

PredoSli konStrukciu realnej funkcie s predpisanou (spocitatelnou)
mnozinou ostrych lokédlnych maxim mozno rozsirit (takmer mechanicky)
na redlne funkcie definované v [lubovolnom topologickom T, — priestore.
DalSie myslenie tvorivého uitela, ktory vyucujiic istd partiu, sam odborne
rastie, by sa mohlo tykat postavenia predpokladu, Ze dany priestor je T,
— priestor.

Uvedené tvahy, z ktorych mnohé, zdoraziiujem to vyslovne, by slizili
vyhradne len ucitelovi samotnému a neoboznamoval by nimi Ziakov, by sa
mohli uberat v tom smere, Ze by sa pozadovala spojitost konStruovanych
funkcii. Rozne priznaky svedcia o tom, Ze vec sa bude dat vo vSeobecnosti
realizovat aj pri pozadovani spojitosti konStruovanych funkcii. Pripomeni-
me, Ze v 1. 1915 zostrojil A. Denjoy priklad spojitej funkcie f: R— R
s hustou mnozinou M(f). Po dlhSom ¢ase sa podarilo zostrojit dokonca
diferencovatelIni funkciu s hustou mnozinou ostrych lokalnych extrémov
(pozri [3)).

Umyselne som veci dotiahol az tak daleko preto, aby som ukézal, kam
az sa mozno dostat pri skiimani problematiky, ktord vychadza zo $kolskej
matematiky. Pevne verim, Ze praca naSich ucitelov matematiky strednych
$kol bude v budicnosti na takej urovni (aj v oblasti zdokonalovania
vlastnej matematickej kultdry), Ze veci, ktoré som naznadil, sa nebudi
javit ako neredlne snenie. Treba v tejto suvislosti hfadat a vytvarat dobré
podmienky naSim ucitefom na realizovanie uvedeného ideédlneho stavu
sebazdokonalovania. Sem patri skvalitnenie prace ucitelskych fakaiilt,
vytvorenie vhodnej prirucky, o ktorej uz bola re¢ a ak sa nemylim,
o niecom podobnom sa hovorilo aj na Celoslovenskom seminari
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o vyuCovani matematiky v r. 1980, dalej organizovanie rozjimavych
semindrov ur¢enych ucitefom matematiky strednych $kol (podobné formy
sa osvedcili na vysokych $kolach), hlavnou podmienkou pre dosahovanie
naznaceného idealneho stavu je dat ucitefom dost volného ¢asu a pokoja,
aby mohli nerusene pracovat na zdokonalovani vlastnej matematickej
kultiry. To je vec velmi rentabilna, skuto¢né ovocie takychto snah pociti
Skola sama a Skolena mladezZ v nej. NajdolezitejSia vSak je iprimna snaha
ucitelov pracovat na zdokonalovani vlastnej matematickej kultiry. Vyuzi-
vat mozno rozvijajicu sa literatiru tohto urcenia (Edicia £, Matematické
obzory, sovietska matematicka literatira tohto zamerania a pod.).

Bolo by veImi pomylené a nezodpovedalo by historickej skisenosti také
uvazovanie, ktoré by vopred odsudzovalo na neuspech snahy doviest
pracu na vlastnej matematickej kultire ucitefov strednych §kol az
k samostatnej vedeckej praci. Spominam si, ako svojho ¢asu akademik E.
Cech vyslovil myslienku, podla ktorej na rozvoji matematiky sa moze
¢inorodo zicastiiovat kazdy matematik. V tejto stvislosti treba spomeniit,
Ze Casto otazky, podnety zacinajicich matematikov boli na zaciatku
vyznamnych matematickych vysledkov. Tak napriklad W. Mnich, myslim
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eSte ako Student, polozil otazku, ¢i existuju také celé ¢isla x, y, z, aby

£ + .X + 5 e 1

y z x
Téato otazka je ekvivalentna s otazkou, ¢i existuju také tri raciondlne Cisla
a,b,c,abya+b+c=a.b.c=1. Ak totiz také raciondlne ¢isla existuju,
tak nevyhnutne si vSetky rozne od nuly. Nech a =1//m, b = r/s (zakladné
tvary). Zvolme x=1[.r, y=m.r, z=m.s. Potom ¢isla x, y, z takto
definované si celé a jednoduchy vypocet dava
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Obritene, ak x, y, z si celé &isla a spliiaji predosld diofanticki rovnicu,
tak polozime

a=

,b=2 c=
Z

< =
* |a

Potom a+b+c=1 a siucasne a.b.c=1.



Toto vSetko postrehli ihned polski matematici, no na Mnichovu otazku
dlho nevedeli dat uspokojivi odpoved. AZ v r. 1960 ukazal J. W. S.
Cassels (pozri [1]), Ze uvedend rovnica nema rieSenie v celych ¢islach
(teda neexistuju raciondlne ¢isla a, b, ¢ poZzadovanych vlastnosti).

Poznamenajme, Ze uvedena diofanticka rovnica ma rieSenie v celych
komplexnych &islach, napr. x=1, y=1, z =i (pozri [6] s. 425 ; [7] s. 176).

Co z toho, ¢o ucitel ziska vlastnym sebazdokonalovanim, by mal
preniest do pedagogického procesu? Domnievam sa, Ze ani nie tak veci
z oblasti mnoZstva poznatkov, ako skor veci z 1. zlozky matematickej
kultiry (hladat aplikécie Studovanych poznatkov, formulovat a spoloc¢ne
so Studentmi rieSit primerané problémy a takto a tieZ inymi sposobmi
podnecovat u Studentov rozvoj ich zvedavosti a tvorivého myslenia).
Vzdelanej$i a po dalSom vzdelani tiziaci ucitel by sa mal zaoberat aj
problematikou, ktord lezi nad preberanou latkou, mal by sa snazit
vysledky, resp. otazky publikovat napr. v Matematickych obzoroch (nad-
viazat tak kontakt s inymi mtematikmi a tak sa priblizit k idealu
kolektivnej tvorivej prace v matematike. NezanedbateIna moze byt aj
snaha ucitela osvojit si nové pristupy a postupy v preberanom ucive. Tu
v stvislosti s u¢ivom o extrémoch funkci by som rad upozornil na pekni
knizocku [5].

Uz samotné zaoberanie sa uvedenou tematikou aj bez vlastnych samo-
statnych vedeckych vysledkov, ma dobry vplyv na ucitela, pestuje v fiom
Spekulativnost a invenciu, a to sa v pedagogickom procese presiva na
ziakov. Cast toho, ¢o sam takto ziska, mdze vyuzif vo vyberovych
semindaroch, resp. krizkoch matematickej olympiady.

Zdoraznujem eSte raz, Ze rozliSujem medzi tvorivou pracou ucitela so
Studentmi a pracou uéitela na zveladovani vlastnej matematickej kultdry.
Toto oddelovanie nema metafyzicky charakter, obidve uvedené ¢asti jeho
¢innosti sa v prospech jeho ucitelského posobenia prelinaji a vzdjomne
ovplyviiuji, nepochybne v prospech rozumového rastu jeho Ziakov.
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