MATEMATICKE OBZORY 13/1979

ZOVSEOBECNENIE POJIMU SUMERNOSTI

MARIA SABOLOVA, Bratislava

Pojem ,,modernizacia matematiky‘* neznamena len zavddzanie jazyka
tedorie mnozin do matematickych disciplin, ale aj rozumnd geometrizaciu
algebry a algebraizaciu geometrie, o ¢o sa pokusime v predloZzenom
¢lanku. Budeme v nom Studovat vzajomné suvislosti medzi istym zobraze-
nim a nim asociovanou operdciou, ¢o je zovSeobecnenie pojmu
sumernosti.

Definicia 1. Neprazdna mnozina G, na ktorej je definovana binarna
operacia, sa nazyva grupoid.

Definicia 2. Grupoid G sa nazyva kvazigrupa, ak pre kazdé dva prvky
a, b e G maji rovnice a.x =b, y.a=b prave jedno rieSenie.

(V uvedenych rovniciach . znamena bindrnu operéciu.)

Ak pre kazdé a € G a.a =a, hovorime o idempotentnej kvazigrupe.

Definicia 3. Nech t je mnozina vSetkych zobrazeni mnoziny realnych
Cisel R do seba. Budeme hovorif, Ze zobrazenie f: R—>71; ar>f, je
asociovana s binarnou operéaciou @ : R*— R, ak pre kazdé x, yeR

@(x,y)=z(zeR)=f.(x)=y 1)
Dvojicu (f, @) budeme struéne nazyvat asociovany par.

Priklad 1. Nech f je zobrazenie R —t dané predpisom f,(x)=2a —x
a nech @ je zobrazenie R*— R také, ze (x, y)—(x +y)/2. Potom f a @ su
asociované.

Veta 1. Nech (f, @) je asociovany par. Oznatme F,={(x;
fu(x)): xe R} c R* graf funkcie f,. Potom systém {F.; a €R} tvori
disjunktny rozklad mnoziny R>.

Dokaz. Treba ukazat, ze kazdy bod (x, y) patri prave do jednej
mnoziny F, v danom rozklade.

Z (1) vyplyva, ze pre a=@(x, y) je (x, y)eF.. Ak by (x, y)€F;, t. }.
y =f,(x), potom podla (1) b=@(x, y)=a.
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Veta 2. Nech (f, @) je asociovany par. Potom:

a) Pre lubovolné a, b € R rovnica ¢(a, y) = b ma prave jedno rieSenie.

b) Pre kazdé a € R rovnica ¢(x, a) = b ma aspon jedno rieSenie prave
vtedy, ked f, je surjektivne.

¢) Pre kazdé ae R ma rovnica @(x,a) = b najviac jedno rieSenie
prave vtedy, ked f, je injektivne.

Doékaz. a) Z (1) vyplyva, Zze y=f,(a) je jediné rieSenie rovnice

@(a,y)=>b.
b) Nech f, je surjektivne, potom existuje x tak, Ze f,, (x)=aa podl’a (1)
@(x,a)=>b.

Nech rovnica @(x, a) =b ma rieSenie pre kazdé a z R, t. j. existuje také
x, ze f,(x)=a. To znamend, Ze mnozina f,'(a) je neprazdna, lebo
obsahuje riesenie x, ktoré podla predpokladu o ¢ existuje. Teda f, je
surjektivne.

c¢) Nech f, je injektivne a nech x,, x, s rieSenia rovnice @(x, a) b
Potom podla (1) je f,(x,) = a = f,(x,). Pretoze f, je injektivne, x; = x,.

Ak f,(x,)=fy(x,), potom pri oznaceni f,(x,)=a plati @(x,,a) =
= b = @(x2, a), odkial x,=x,.

Désledok. Nech (f, @) je asociovany par, v ktorom f, je bijektivne pre
kazdé b e R. Potom (R, @) je kvazigrupa.

Veta 3. Nech (f, @) je asociovany par taky, ze (R, @) je kvazigrupa.
Potom:
(2) (R, @) je komutativna prave vtedy, ked f2=1 pre kazdé aeR.
(3) (R, @) je idempotentna prave vtedy, ked f,(a)=a, pre kazdé
aeR.

Dokaz. Nech (R, @) je komutativna kvazigrupa. Zvolme Tubovolné
x €R a ozname f,(x)=y. Potom podla (1) je a=@(x,y) = @(y, x),
odkial f,(y)=x, t.j. fa(x)=x. Nech f2=1 pre kazdé aeR. Zvolme
Tubovolné x, yeR a oznacme @(x,y) = a. Potom f,(x)=y, Cize
x=fix)=f.(y), t.j. x=fu(y), teda a=@(y, x).

(3) Priamo podla (1) je f,(a)=a ekvivalentné s @(a, a)=a.

Definicia 4. Asociovany par (f, ¢) nazveme involutérnym, ak (R, @) je
komutativna idempotentna kvazigrupa.

Priklad 2. Definujme zobrazenie f: R —t predpisom f,(x)=(a — ax)/
/B a binarnu operaciu ¢ predpisom (x, y)—ax +fy, kde a, B#0 su
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TubovoIné redlne ¢isla. Lahko sa preveri, Ze (f, @) je asociovany par. Pre
tento par plati:

Kviazigrupa (R, @) je komutativna, t. j. fa=1 pre kazdé a € R prave
vtedy, ked a =p.

Kvazigrupa (R, @) je idempotentna, t.j. f,(a)=a pre kazdé aeR
prave vtedy, ked a +p=1.

Z prikladu 2 vyplyva, Ze existuje asociovany par (f, @) pre ktory nie je’
(R, @) ani komutativna, ani idempotentna kvazigrupa. Dalej z prikladu
vidiet, Ze obidve vlastnosti (2) a (3) su nezavislé.

Priklad 3. Na R definujeme ¢ predpisom

S(x+y)/2, ak |x +y|#2
P(x, y)—-l ak [x+y=2Ax€Q]v[x+y=-2AxeR-Q]
-1, ak [x+y=2AxeR-Q]v[x+y=-2Ax€eQ]

a zobrazenie f: R —t predpisom

2z2—x [lz| 1] v[lz]=1Ax€Q]
f(x)=
N 2z—x [|z]=1AxeR-Q]

Potom (f, @) je involutdrny par a ¢ nie je spojita.

Veta 4. Nech (f, @) je involutérny par. Ak je f, spojita, potom je
klesajuca.

Dokaz. Zo spojitosti a jedno-jednoznacnosti f, vyplyva, Ze je rydzo
monoténna. Nech f, je rastica a bFa. Potom f,(b)F b, lebo inak by
mnoziny F,, F, mali spolo¢ny prvok (b, b), ¢o odporuje vete 1. Teda
f.(b)<b, alebo f,(b)>b. Ak f,(b)<b a f, je rastica, dostavame
b=fub) < f.(b), o je spor. Podobne ak f,(b)>b. Teda f, je klesajiica.

Veta 5. Nech (f, @) je involutérny par. Ak je f, spojitd pre kazdé a e R,
potom @: R’ R je spojita.

Dokaz. Podla definicie spojitosti, zobrazenie f: R™—R" je spojité
prave vtedy, ked pre kazdi otvoreni podmnozinu B = R" je f~' (B)
otvorend mnozina.

Nech U =(«a, ) = R je otvoreny interval. Treba dokazat, ze ¢ ~'(U) je
otvorena mnozina v R?. Oznaéme % U F,, ¥,= |J F.. DokiZeme,

z<a

7e F; a F, st otvorené v R? pre kazde aaze  '(U)=Fin%;.
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Krivka F, rozdeli rovinu na dve disjunktné podmnoziny % a %_. Ak je
A =(a, b)e #;, potom vzhladom na spojitost funkcie f, existuje min
d(A, F,)=¢. Potom okolie O,(A) bodu A patri do &, lebo v opacnom
pripade by sa grafy funkcii F, a F;, kde §=¢@(a; b") [d{(a; b*), A} <p]
pretali, ¢o odporuje vete 1. Teda & je otvorena mnoZzina. Analogicky pre
.

Ak teraz

x,y)ep(U)> px,y)eU>a<e(x,y)<p,

(. y)eFi=UF. >3z>a:(x,y)eF. S ¢(x,y)=7>a

z>a

(x,y)eF;s = L<JBF >3z<P:(x, y)eF, > p(x, y)=z<p

Teda ¢ '(U)=F; N F5.

V priklade 2 sme videli celd sériu asociovanych parov (f,@). Lahko sa
zisti, Ze z nich len pér, dany parametrami a =8 = 1/2 je involutérny. |
V uvedenom pripade si navySe spinené eSte dalsie vlastnosti, ktoré |
v jazyku kvazigrupy (R, @) mozno formulovat takto: |

(R, @) je:

distributivna, t. j. @[a; @(b, ¢)]=e@le(a, b); @(a, c)]
elasticka, t. j. @[a; @(b, a)] = @l@(a, b); a]
medidlna, t. j. @[@(a, b); @(c, D)] = @l@(a, c); @(b, d)]

Je otazne, ¢i uvedené vlastnosti ma kazda kvazigrupa (R, @), prislusna
k involutérnemu péru (f, @).
Priklad 4 Nechna R je definovany involutrny pary(f,@) predpismi

@(x,y)=(1/3) min (x, y) +(2/3) max (x, y)
a f.(x)=(9/4)a —(5/4)x — (3/4) |a — x|

Citatel sa Tahko presved¢i, ze (R, @) nie je ani distributivna, ani
medidlna.

Veta 6. Ak (f, @) je involutérny par, potom (R, @) je elasticka |
kvazigrupa.
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Do6kaz. Zvolme a, b € R. Potom dvojndsobnym pouzitim komutativity
@ dostaneme:

ola; o(b,a)] = ¢la; @(a,b)=g[@(a,b);a]

Funkcie f, @ uvedené v priklade 4 si sice spojité, ale nie su diferencova-
teIné. V nasledujiicom priklade sa uvadza taky involutdrny par (f, @), pre
ktory f aj @ maju derivacie vSetkych radov.

Priklad 5. Nech je na R definovany involutérny par (f, ¢ ) predpisom:

fo(x)= —5x/4+9a/4—9/8+3/4 V(x +1/12—a)’ +2

@(x,y)=12—(1+x+y)+1/3 V17(x*+y*+ 1)+ 36(x +y) + 38xy

Funkcie f, (pre kazdé a e R) a ¢ maju derivacie vSetkych radov.

Literatira
Belousov: Osnovy teorii kvazigrup i lup Izd. Nauka, Moskva 1967.

Sikorski: Diferencidlni a integralni pocet (funkce vice proménnych). Academia, Praha
1973.

71



	Matematické_obzory_1979-80-0076
	Matematické_obzory_1979-80-0077
	Matematické_obzory_1979-80-0078
	Matematické_obzory_1979-80-0079
	Matematické_obzory_1979-80-0080

