MATEMATICKE OBZORY 18/1982

METRICKY PRIESTOR DOMINO

MARIA INCZEDIOVA, Bratislava

Clanok poddva hlavné vysledky prace SVOC, s ktorou sa autorka
zcastnila v sutazZi v k. roku 1978/79. Vysledky prace je mozné vyuzit vo
vyuCovani matematiky v roéznych zdujmovych ttvaroch, pripadne na
nepovinnej matematike. Tematika vychddza z ¢lanku [1] priklad 4.
Tvrdenia uvddzame bez dokazov. Ako ilustraciu uvddzame dokaz vety 3.

Polyminom nazveme kazdy obdlznik v rovine R?, ktorého strany lezia
na priamkach celo&iselnej siete Z°. Polymino je teda mnoZina

" O(p,m;q,n)={(x,y)eR*; p=x=p+m,q=y=q+n} mneN,p,qeZ

Skutoénost, 7e ,x-ovy rozmer* obdllznika z=0(p,m;q,n) je m
a ,,y-ovy rozmer‘ je n, oznac¢ime 7(z)=(m,n) a povieme, Ze z je typu
mxn.

Na mnozine D vSetkych polymin zavedieme metriku predpisom

d: DX D—>Nu{0O}, (x,y)—u(xuy)—u(xny)

kde u je miera=obsah rovinného ttvaru; napriklad pre zeD, pre ktoré
7(z)=(m,n), je u(z)=mn. Dalej pracujeme v metrickom priestore
(D,d) domino, o ktorom je pisané v ¢lanku [1].

V priestore (D,d) podobne ako v euklidovskej rovine definujeme
kruZnicu predpisom:

k(s,r)={zeD:d(s,r)=r)}

Lahko sa presved¢ime, Ze mnozina bodov kruznice k(s,r) je nekonecna,
prave ked u(s)=r. Cielom tohto ¢lanku je vypocitat Cislo card k (s, r)
v pripade u (s)=r.

Odteraz az do konca ¢lanku pod ¢islom rozumieme iba celé Eislo.
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KruzZnica, ktori vySetrujeme, ma fixné oznacenie k(s,r), priCom z(s)=
=(m,n), mn=r. Sdradnicovd sistava je zvolena tak, Ze s=
=0(0,m ;0,n).

Lema 1: Nech x,yeD. Potom parita Cisel d(x,y) a u(x)+u(y) je
rovnaka.

Lema 2: Nech m=1 a r<n. Ak zek(s,r), tak 7(z)=(1,q), qeN.
Z lemy 1 a lemy 2 sa dd dokazat:

Veta 1: Nech m=1 a r<n. Potom card k(s,r)=4r.

Veta 2: Nech m=1 a r=n. Potom card k(s,r)=r’+4r—1.

Na zjednodusenie dalSich dvah je vhodné urobit urcita Kklasifikaciu
bodov kruznice. Pouzijeme kritérium priemetu budu = polymina do si-
radnicovych osi. Nech z=0(p,m;q,n) je polymino. Potom oznacime

pi(2)=[p.p +ml, pA(2)=[q.9 +nl
prvy a druhy priemet polymina z do osi x a do osi y. Symbol [u,v]: znaci
asecku [(u, 0), (v, 0)] a symbol [u, v]. znaéi usecku [(O,u), (0,v)].

Pre i=1,2 a mnozinu M ={zeD: u(zns)# 0} zavadzame oznacenie

a[M]={zeM: p(z) = p(s)}

B.[M]={zeM: p(z) € pi(s)}

vi[M]={zeM: p(z) 2 p(s)}

6[M]=M — (a[M]uB[M]uy[M])

Polymino zek(s,r) nazveme bodom typu

A, ak zeai[kluas[k]

B, ak zefi[k]uBik]—(ai[k]uaz[k])

C, ak zey[k]ny:[k]

D, ak ze(n[k]udi[k]ny[k]ud.[k]) = (ni[k]nr:[K])

Prehlfadne tiato klasifikaciu najdeme v tabulke 1.

A[M]={xeM:x je typu A}

Veta 3: Nech r<n a ;r=teN. Nech s; je Tubovolny bod typu 1xn.
Potom card a; [k(s,r)]=card k(s,t)=4t.

Analogicky, ked r<m a ;r___ te N, potom card a,[k(s,r)]=card k(s,t),

kde s, je TubovoIny bod typu mx1.
Doékaz. Oznaéme D= {zeD:1(z)=(i,k),k je IubovoIné &islo} Pre
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Tabulka 1

a B " o
a; A A A A
B A B B B
72 A ; B ¢ D
8, A B D D

kazdé meN definujeme zobrazenie @,:D,— D,, predpisom ak
z=0(p,1;q,n), tak ze,. =0(p,m;q,n).

Nech ai, bie Dy, u(ainb,)#0, a1@n=amn, b1@n =bmeD,,..

Plati

d(ai,b:)=t=>d(am,b)=mt, t. j bod a, kruznice k(si, t) sa zobrazi do
bodu a,, kruznice k(sm,mt), Sm=51@m.

Zobrazenie @mn: k(s1,t)— ai[k(sm,mt)] je bijektivne, lebo plati:
v zeai[k(sm,mt)]; pi(s) = p1(z) =[0,m],, teda existuje inverzné zobraze-
nie @' : a[k(sm,mt)]— k(si,t) z.@~ =2z, a tym je dokaz ukonceny.
(Druha rovnost je dosledkom vety 1.)

Désledok : Kruznica k mé body typu A vtedy a len vtedy, ked ;reN

alebo LeN s
m

Skimajme teraz, aké podmienky musia platif, aby kruznica k£ mala bo-
dy typu B. Piatim okienkam tabulky 1 zodpoveda tychto 5 obrazkov
(obr. 1).

Dalej uvazujeme o bode z, ktory symbolicky vyjadrime v tvare

O(x1,x2—x1; y1,y2—y1) (obr. 2).
Oznaéme |xi|+ |x.—m|=1, |y:| +|y.— n| = k. Nech bod z je typu B.
Potom polomer r mézeme vyjadrif v tvare r=d(s,z)=km+ In — k.
Veta 4: Plati:
4
card B[k(s,r)]=, [4k(k+1)+4L(ki+1)— (k+1) (L +1)]
i=1
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kde sumidcia prebieha cez vSetky rieSenia (k;,/;e N) diofantickej rovnice
().

(r) r=mki+nli—kii 0<l<m, 0<ki<n
priCom pocet rieSeni oznacime p.

Vo vzorci 4k:(l; + 1) znamena pocet bodov typu i, 4/4(k: + 1) je pocet

bodov typu B, a (k:+1) (4 + 1) je pocet bodov, ktoré si typu B aj . (a
boli dvakrat pocitané). Dokaz ozrejmime na priklade.
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Priklad : Vypoc¢itajme pocet bodov typu B kruznice k(s,6), 7(s) = (3,4).

Riesenie : Najdeme jeden bod z typu B (napr. prvy priemet je typu )
dany priemetmi p:(z) =[0,2]:, p2[z] =[0, S5].. VSimnime si, Ze bod z je
bodom kruznice k(s,2), kde bod § je dany podmienkami p:($)= pi(z),
p5)=pa(s). Plati scs, 1(5)=(2,4) a d(s,z)=d(5,5)+ d(5,z2)=4+2=
=6. § moéze byt umiestnené dvoma spdsobmi: pi(5)=[0,2]: alebo
pi1(5)=[1,3]:. Kazdy bod z Bi[k(s6)], 7(s)=(3,4) mdZeme chdpat ako
bod z ai[k(5,2)]. Teda card Bi[k(s,6)]=2card ai[k(5,2)]. Podla vety
3avety 1:

2 card a1[k(5,2)] =2 card k(s1,1)=2.4=8.
kde 7(s1)=(1,4).

Podobne mozZeme urcit aj card B.[k(s,6)] =8.

Body, ktoré si typu B aj 8. sme dvakrat poditali. Pre tieto body z plati

(p1(z)=[0,2]:v pi(2) =[1.3]) A
A (p(2)=[0,3v pa(z) =[1,4)2)

Teda ich pocet je 4.
card B [k(s,6)] =8 +8 —4 =12, kde 7(s)=(3,4) .

Ked pri rieSeni rovnice (r) pripustime aj nulové rieSenia (=0, k =k,
resp. k=0, [;=1I) dostaneme body typu A. Vzorec na urenie poétu
bodov typu C a D najdeme podobne ako pre typ B. Ich siéet dé celkovy
pocCet bodov kruznice.

Veta 5: Plati:

card k(s,r) = S [4ki(h+ 1)+ 4h(ki+1) = (ki +1) (4 +1) sgn ki]+

P P; P.
+ Dk +1) (h+1)+ D20k +1)+ 320 + 1) + 4ps
j=1 z=1 =1
kde p je pocet rieSeni diofantickej rovnice
(1) r=mk,~+nl,-—k,-l,-, 0§k,~‘<n, O§l,-<m,
D1, P2, P3, ps oznaCuje pocet rieSeni diofantickej rovnice
2) r=mu+mk—vk+nl—ul+nv—uv+kl
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(I=|p(z)—pus)|, v=|pi(s)—pu(2)|, k=|pA2)—pa(s)],

u = |ps(s) — p:(z)|—, kde znaéi mnozinovy rozdiel a absolitne hod-
noty znadia dizku danej dsecky), pricom

pre p: je u=0,v=0,

pre p.je u=0,v=12,...m—1,
pre psje u=1.2,..,n 0,
pre psje u=12,...,n 1,2,...m—1 a
O<k<n, O<l<m.

-1, v
-1, v

’

Prikiad : Uréme pocet bodov kruZnice k(s,18), ked z(s)=(4,5).
Riesenie: Do rovnice (1) dosadime m=4, n=5, r=18.

4k +5L—kili=18,t.j. (4—1) (5—k)=2 — rieSenia st /; =3, k1 =3;
12=2, k2=4

(2) pre u=v=0.

4k;+5L+ kl; =18, t.j. (4+1) (5+ k)=38.
Téato rovnica nema kladné rieSenie.
(2) pre u=0, v=1.

4k, — k., +5.+5+ kI, =18

3k, + 5.+ k.l,=13,
L

B+L)(5+k) =28, L=1, k=2.
(2) pre u=0, v=2.

4k, -2k, +51,+10+ kI, =18

2k. +5L + k.l =8,
£
2+L)(5+k)=18, L=1,k=1.
(2) pre u=0, v=3 nem4 kladné rieSenie.
(2) pre u=1, v=0.

4+4k+50L—1L+ kil =18
4kt +4I: + k:l: - 14, t. j.
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@4+1)([4+k)=30, h=1,ki=2;L=2,k=1.

(2) pre u=2,3,4, v=0 nema vyhovujiice rieSenie.

(2) pre u#0+# v mé jediné rieSenie, atopre u =2, v=1je k=1,/=1.
Prislusné hodnoty dosadime do vzorca z vety 5:
Dostaneme :

card k(s,18)=4.3.(3+1)+4.3.4—-4.44+4.43+4.2.5-5.3+23+
+2.24+2.24+2.3+4=177

Pocet bodov kruznice k(s, 18), 7(s)=(3,4) je 177.
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