MATEMATICKE OBZORY 13/1979

TOLERANCNI PROSTORY

JIRINA PLACKOVA, Brno

Tento piispévek navazuje na ¢lanek Relace tolerance (viz [4] v seznamu
literatury). Pfipomenme si nékteré zakladni pojmy, které byly v tomto
¢lanku zavedeny. Tolerance T v dané mnozin€ M je bindrni relace, ktera
je reflexivni a symetricka. Tzv. podtfida tolerance T v dané mnoziné M je
takovd podmnoZina mnoziny M, jejiz kazdé dva prvky jsou v toleranci.
Trida K tolerance T v mnoziné M je podtrida s touto vlastnosti: Ke
kazdému prvku x e M, ktery nepatii do K, existuje prvek y € K, ktery
s prvkem x neni v toleranci. Systém vSech tfid tolerance tvoii pokryti dané
mnoziny. Tranzitivni tolerance je ekvivalence.

Predpokladejme nyni, Ze je dana tolerance T v kone¢né mnozZiné M =
= {x;, X5, ..., x,} a pokusme se najit vSechny jeji tfidy. Vytvofime
nejdfive vSechny podmnoziny M; « M(i e {1, ..., n}) takto: M, obsahuje
vSechny takové prvky mnoziny M, které jsou tolerantni s prvkem x;.
Vzhledem k reflexivité tolerance neni mnozina M, prazdna, obsahuje vzdy
aspon jeden prvek, a to prvek x;. Mnozina M, bud je tfida nebo z ni tfida
vznikne vynechdanim ur€itého poctu prvka. Kdybychom k ni totiz jakyko-
liv dalsi prvek pfidali, nebyl by v toleranci s prvkem x;. Pfitom mnozina M,
je trfidou vzdy, je-li nejvyS dvouprvkova. Piedpokladejme tedy, ze M,
obsahuje aspon tfi prvky a neni tfidou. Z prvki mnoziny M; vytvorime
nejdfive vSechny dvouprvkové mnoziny, jejichz prinikem je mnoZina
{x:}. Jsou to podtiidy tolerance. Tyto podtiidy pak dopliiujeme zbyvajici-
mi prvky na tfidy tolerance (podle [4], V 2.11), a to tak, ze nejdfive
vytvofime vSechny tfiprvkové podttidy, ty pak dopliujeme na ¢tyiprvkové
atd. Timto zpaisobem ziskame vSechny tfidy tolerance. Pifesv€édme se
o tom. Necht K je libovolna tfida tolerance. Musi obsahovat aspon jeden
z prvka x,, X, ..., x,. Necht tedy x; € K. VSechny ostatni prvky tfidy K
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jsou s prvkem x; tolerantni a plati tedy K < M,. Bud K =M, nebo vznikne
z M, vynechanim urcitého poctu prvki. Ponévadz jsme z M, vSechny tfidy
tolerance jiz ziskali, musi byt K jednou z nich.

Dalsim pojmem, ktery zavedeme, bude pojem baze prostoru tolerance.

Definice 1. Necht je dan systém tfid tolerance T v mnoziné M. Ttida K
daného systému se nazyva nadbyteCnd vzhledem k ostatnim tfiddm,
jestlize pro ni plati: Ke kazdé dvojici tolerantnich prvki x, y € K existuje
aspon jedna dalsi tfida daného systému, ktera oba prvky x, y obsahuje.

Definice 2. Systém 2 tfid tolerance T v mnozZine M se nazyva baze
prostoru tolerance (M, T), jestlize plati:

1. Ke kazdé dvojici tolerantnich prvki x, y € M existuje tfida systému
B, ktera oba tyto prvky obsahuje.

2. Z4dna tiida systému % neni nadbyte¢na vzhledem k ostatnim.

Necht je dan prostor tolerance (M, T), kde M je konefnd mnozina.
Ukazeme si zpusob, jak Ize dojit k bazi tohoto prostoru. Vybereme
a ocislujeme vSechny tfidy tolerance K,, K, ..., K,. Nyni provéfime,
neni-li tfida K, nadbyte¢na vzhledem k tfidam K, K, ..., K, . Jestlize ano,
vynechdme ji a provéfujeme dale tfidu K, vzhledem k tfidam K, ..., K,,.
Jestlize tfida K, neni nadbyte¢na vzhledem k tfidam K, ..., K,,, ponecha-
me ji a zjiStujeme, zda K, neni nadbytecna vzhledem k tfidam K,, K, ...,
K,. Stejnym zplsobem provéfime vSechny dalsi tfidy, az se zbavime
nadbytecnych tiid a ztstane baze. Vysledek zévisi na plivodnim oc¢islovani
tfid. Pfecislujeme-li tfidy, dojdeme obecné k jiné bazi.

Kromé pojmu béze zavedeme pojem jadro tolerance. Vime, Ze vSechny
tfidy K; dané tolerance v mnozZiné M tvoifi pokryti mnozZiny M. Plati
U K; =M. Obecné tfidy tohoto pokryti nejsou disjunktni.

Definice 3. Necht (M, T) je prostor tolerance. Mnozina J c M se

nazyva jadro prostoru tolerance, jestlize existuje systém & tiid K, K, ..
s touto vlastnosti: J je mnoZina vSech takovych prvki z M, Ze kazdy z nich
je obsazen ve vSech tiiddch systému & a v Zadnych jinych. Takto
definované jadro budeme oznacovat J(K,, K,, ...) a fekneme, Ze je
tvofeno systémem & = (K, K,, ...).

Poznamka 1. Je-li tolerance T ekvivalenci, je kazda jeji tfida jadrem.

Poznamka 2. Lze téZ definovat jadra vzhledem k urcité bazi 8 daného
prostoru tolerance. V pfislusné definici se uvazuje pouze o tfidach, které
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nalezeji dané bazi AB. Da se dokazat, ze mnozina jader vzhledem k bazi %
je taz jako mnozina jader z definice 3.

Vratime-li se k zobrazeni &: M — P(H), které bylo zavedeno ve [4],
a to vdukazu V 2,13., mizeme jadro definovat jako takovou podmnozinu
mnoziny M, jejiz prvky maji v tomto zobrazeni spole¢ny obraz. Znamena
to, Ze pro libovolné dva prvky x, y € J plati, ze podmnozina vsech tfid, do
nichZ patfi x, je tdz, jako mnozina vSech tfid, do nichz patii y.

Z definice je zfejmé, ze jadro J(K,, K>, ...) je Casti praniku K, n
N K; n ... . Zvlastni pripad nastane, jestlize vSechna jadra jsou jednoprv-
kové mnoziny. .

Definice 4. Prostor tolerance se nazyva prosty, jestlize kazdé jadro
obsahuje pravé jeden prvek.

Uvedeme si nyni n€kolik prikladi.

Priklad 1. Necht je dina mnozina M= {x,, X, X3, X4, Xs; Xe,
x,}. Tolerance T je ddana uzlovym grafem.

Poznamka: V grafu tolerance by v kazdém uzlu méla byt zakreslena
smycka (vzhledem k reflexivit€) a orientované hrany opatieny Sipkami
v obou smérech (vzhledem k symetrii). Smy¢ky a Sipky nejsou zakresleny,
jak se to ostatn€ bézné provadi.

Ve shodé s uvedenym obecnym postupem pii uréovani viech tiid
tolerance oznacme:

M, = {x,, X3, X4, Xs}

M, = {x3, X3, X4, X5, Xe}

M, = {x;, x;, X5, Xs, Xa}

M,= {x4, X1, X2, Xﬁ}

M.~ {x:. xq, Xo, X3, X}
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M6= {x(u x2a x,39 Xa, x5}
M7= {X7}

Tridy tolerance:

K, = {X7}

Ks=4x; x4}
K;={x,, x3, x5}

Ky 5 200 X1 X6}
Ks={x, x3, x5, X6}

Tyto tiidy tvori bazi. Zadna tiida neni nadbyte¢na.

Dile urc¢ime jadra daného toleran¢niho prostoru.

K, je disjunktni se vSemi ostatnimi tfidami, tvori tedy jadro. Ke
kazdému prvku ve zbyvajicich tfidach existuje vZdy aspon jedna dalsi
trida, kterd jej obsahuje. :

Dalsi jadra tedy uZ nejsou tvotfena systémy o jedné tiidé. KN K5 =
= @, KinK, = @, jadro nemize byt tedy tvoreno zadnym systémem
obsahujicim tfidy K, K ani Zddnym systémem obsahujicim tfidy K, K,.
Odtud téz dale plyne, Ze prinik kazdé trojice tfid je prazdny, neexistuji
proto ani jadra vytvofena systémy o tfech a vice tfidach

KoK, = {x;}, K.nK, = {X,}, KinKs = {x3, x5}, KinK: =
= {x2a xﬁ}

Snadno se presvéd¢ime, Ze viechny tyto priniky tvofi soucasné jadra.

Celkem: .

J(Ky) = {x4}

J(Kz, K3) = {X1}

J(K>, Ko)={x4}

J(Ks, Ks)={%s, x5}

J(Ka Ks)=A{x2, x6}

Priklad 2. Necht M= {5, 6, 7, 8, 9, 10} a tolerance T v mnozZin€¢ M je
zadana takto: xTy znamena, Ze Cisla x, y e M jsou soud€lnd. V tomto
ptipadé ozna¢ime M, (k € M) mnozinu v§ech takovych ¢isel — prvki z M,
které jsou tolerantni s Cislem k

M;={5, 10}

M. —16 8.9 10}
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M, = {7}

M,={8, 6, 10}
M9=v{9s 6}
M,,={10, 5, 6, 8}

Tridy tolerance:

K,={7}
K.={5, 10}
K3={6’ 9}
K.={6, 8, 10}

Tento systém vSech tfid tvofi bazi.
Jadra tolerance:

J(K)={7}
J(K>)={5}
](Ks) - {9}
J(K,)={8}

J(K;, KJ)=1{10}
J(Ks, K. = {6}

Jadra jsou jednoprvkové mnoziny, dany prostor tolerance je prosty.

Priklad 3. Je dana mnozina Z = {a, b, ¢}. Oznaéme M mnozinu vsech .
neprazdnych podmnozin mnoziny Z a definujme toleranci T v mnozine M
takto: Pro x, y e M plati xTy, jestlize x ny#0. Tato tolerance ma tfi
tiidy :

K,={{a}, {a, b}, {a,c}, {a,b,c}}
K.={{b}, {a, b}, {b.c}, {a.b,c}}
K3={{C}’ {a,c}, {b,C}‘, {a,b,c}}

Zadna tfida neni nadbyteéna, systém tiid K,, K, K, tvofi bazi.
Jadra tolerance:

J(K)={{a}}, J(K;)={{b}}, J(K3)={{c}},

J(Ky, K;)={{a, b}}, J(K\, K3)={{a, c}}, J(K:. K:)={{b, c}}
J(K,, K, K;)={{a, b, c}}

Dany prostor tolerance je prosty.
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Priklad 4. M je mnozina variaci tfeti tfidy z prvku 0, 1 s opakovénim, tj.

M-=1(0,00), (0,0,1), (0,1.0), (1,0,0), (0,1,1), (1,0, 1),
(1 0y (i1 1)}

a tolerance T je zaddna takto: Dvé variace (a,, a-, as), (ai, a3, a3) jsou
v toleranci, jestlize existuje aspori jeden index i(i € {1, 2, 3}) tak, Ze plati
a=a;.

Pfi hledani vSech tfid tolerance nebudeme uzivat postupu, ktery byl
uveden obecné. Bylo by to velmi zdlouhavé. V§imnéme si nejdfive, ze
s kazdym prvkem (a,, a., as) je v mnoziné M obsazen praveé jeden prvek

(s, as, a;) takovy, 7e pro kazdé i (i € {1, 2, 3}) plati: Je-li a, = 0, pak a,= 1

a je-li @,=1, pak a,=0. Takovy prvek (a,, a., a;) nazveme prvek
dopliikovy k prvku (a,, a,, as). Je ziejmé, ze relace ,,byt dopliikkovym
prvkem* je relace symetrickd. Mizeme proto hovofit o dvojicich navza-
jem dopliikovych prvki. Zadné dva navzijem dopliikové prvky nejsou
v toleranci T a kazdé dva prvky, které nejsou navzajem dopliikové, jsou
v toleranci T. Tedy kazdy prvek mnoziny M je v toleranci se vSemi
ostatnimi prvky mnoziny M s vyjimkou svého doplikového prvku.
Mnozinu M mizeme vice zpiisoby rozlozit na dvé disjunktni &asti A, B po
ctyrech prvcich, a to tak, aby platilo, Ze zddna dvojice navzajem dopliiko-
vych prvkil nepatii soucasné do téze casti. Tak napf.

A ={(0,0,0), (0,0,1), (0,1,0), (1,0,0)}
B={(1,1,1), (1,1,0), (1,0,1), (0, 1, 1)}

Tato uvaha nds uz vede bezprostiedné k tvrzeni, Ze vSechny tfidy
tolerance jsou Ctyfprvkové mnoziny.

Kdybychom totiz k podtfidé o ctyfech prvcich pfidali libovolny dalsi
prvek, byl by to prvek dopliikovy k nékterému prvku dané podtridy a tedy
by s nim nebyl v toleranci. Tfida tolerance nemiiZze mit tedy vice prvkl nez
¢tyfi. Na druhé strané€ kazdou podtiidu, kterd ma méné prvki nez Ctyri, lze
doplnit na ¢tyiprvkovou mnozinu, aniz by byla poruSena tolerance. Pfi
urcovani vSech tfid tolerance vyjdeme z libovolnych dvou tfid, napf.

K.={(0,0,0), (0,0,1), (0,
(1

1) 1.0), (1,0,0)}
B ei1.1) (110, (1,01)

(
, (0,1, 1)}
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DalSich osm tfid ziskame tak, Ze vzdy jeden prvek jedné tfidy nahradi-
me prvkem k nému dopliikovym z druhé tfidy

K.={(1,1,1),(0,0,1), (0,1,0, 1,0 0]
K, ={(0,0,0), (1.1,0), 1,0.1), (0.1. 1}

Ks ={(0,0,0), (1,1,0), (0,1,0), (1,0,0)}
X'/ oD 001w
K; ={(0,0,0), (0,0, 1), (1,0,1), (1,0,0)}
R -l01D (010 (0,10 (0.1 1)}
K, ={(0,0,0), (0,0, 1), (0, 1,0), (0,1, 1)}

Ro=ft1L, 1,1), (1,1,0), (1,0, 1), (1,0.9))

Jestlize budeme nyni nahrazovat dvojice prvkii ve tfidich K,, K.
dvojicemi odpovidajicich dopliikovych prvki, povede to k dalSim Sesti
tfidam

K= ({1, 1, 1, (1,1.0),00..1;0) €1, 0,0))
Ko={(1,1,1), (0,0, 1), £1,0,1),:(1,:0, 0)}
Ka={(1,1,1), (0,01, (0:1.00 €0, 1, 1))
£ =000,0.0), (1.1.0), (1,0, 1)..£1,.0,.0))

Kis={(0,0,0), (1,1,0), (0,1,0), (0,1, 1)}

Kis={(0,0,0), (0,0,1), (1,0,1), (0, 1; 1)}

Tim jsou vSechny tridy dané tolerance T nalezeny.

Pouzijeme-li nyni metody uvedené pro urceni baze prostoru tolerance
pfi daném ocislovani tfid, zjistime, Ze vSechny tfidy K, ..., K, jsou
nadbytecné, tfidy K, ..., K,s tvori bazi.

Pti urCovani mnoziny vSech jader daného prostoru tolerance vyjdeme
z poznamky 2 a budeme urcovat jadra vzhledem k nalezené bazi. Budeme
je oznacovat J.

Ja (Ku, K., K13)= {(1, 1. 1)}
Jm (Kn, Klz, K14)= {(1, 0, O)}
Ja (K, Kis, Ki5) = {(, 1, 0)}
Ja (Klla K., K15)= {(1, 1, O)}
Ja (K12’ K, Km): {(0, 0, 1)}
I Bk K)={01.0,1)
Ja (KIBs Kis, Km): {(0, 1 1)}
Ja (KM, K;s, K16)= {(O, 0, O)}
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Na zavér si vSimneme jedné vyznacné vlastnosti, ktera plati pro jadra
kazdého prostoru tolerance.

Véta: Necht je dan prostor tolerance (M, T) a relace Q, ktera je
definovana takto: xQy znamena, Ze prvky x, y patii témuz jadru daného
prostoru tolerance. Pak relace Q je ekvivalence.

Dukaz: Ozna¢me M, mnoZinu vSech takovych prvki mnoziny M,
které jsou v toleranci T s prvkem x. Dokazeme, Ze plati xQ2y, prave kdyz
M. =M,.

Necht plati xQy, cozZ znamend, Ze existuje takovy systém tfid K, K, ...,
Ze x, y patfi vSem tfiddm tohoto systému a zadnym jinym. Ponévadz plati,
ze dva prvky jsou tolerantni, prave kdyz patfi téze tiide, je M, = K, UK, U

iM =K, UK,uU ...Tedy M,=M,.

Necht obracené M, =M,. Necht x e K, kde K je tfida tolerance. Pro
libovolné z € K plati xTz, coz znamena Ze z € M. Podle predpokladu plati
téz z e M, neboli yTz. Odtud y € K. Stejnym zplisobem se dokaze, zZe
kazda tfida, ktera obsahuje y, obsahuje soucasné i x. Znamena to tedy, Ze
X a y patfi témuz systému tiid, neboli x2y.

Z predchazejiciho uz bezprostfedné plyne, Ze relace Q je reflexivni,
symetrickd a tranzitivni.

Diisledek: Kazd4d dvé riiznid jadra daného prostoru tolerance jsou
disjunktni (viz [4], V 2.14).

Jestlize se definuje rozklad # mnoziny M jako takové pokryti mnoziny
M, pro néz plati:

1.0¢R.
2. UA=M.

AeR

3.Je-li A, ALeR, A, # A,, pak A,NnA,=0, je zfejmé, Ze jadra
prostoru tolerance tvofi tfidy rozkiadu mnoziny M. Tedy kazdé toleranci
Ize pfifadit jisty rozklad mnoziny M, jehoz tfidami jsou jadra daného
prostoru tolerance.
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