MATEMATICKE OBZORY 12/1978

MODERNIZACIA A ANALYZA

BELOSLAV RIECAN, Bratislava

V tomto ¢lanku uvedieme niektoré zasady, podIa ktorych bola napisana
ucebnica pre gymnazid Matematika 7, venovand zdkladom infinitezimal-
neho poctu. (To, Ze bola napisana podla tychto zdsad, neznamenad, zZe sa
ich podarilo vzdy a v plnej miere uplatnit. DolezitejSie je, aby sa uplatnili
v samotnom vyucovani.)

PiSeme analyza, ale mame na mysli diferencidlny a integrdlny pocet.
Diferencialny a integralny pocet st uz tradicnou doménou vysokoskolskej
matematiky. Hovorievalo sa im aj vysSia matematika. A aj ked sa obsah
vyucovania matematiky na vysokych §koldch neustdle meni, matematicka
analyza zostava stale jeho osou.

Na nasich strednych Skolach vSeobecnovzdelavacich sa zaklady diferen-
cidlneho a integrdlneho poctu vyucovali striedavo: v niektorych rokoch
ano, v niektorych nie. Posledne okolo r. 1970 trvala u nas chvilu vdZna
diskusia o tom, ¢i ich na naSich gymnazidch vyucovat, alebo nie. Nakoniec
zavazila t4 skuto€nost, Ze v zahranici sa diferencidlny a integralny pocet
zavadza do stredoskolskej vyuky v Cordz vacSej miere, a to i v tych
krajinach, kde tomu tak nebolo. A kedze sa zaklady infinitezimalneho
poctu v tom Case u nas vyucovali, ponechali sa v u¢ebnych osnovach aj
nadalej. J

Zostal tu problém pripadnej reStrinkcie latky a zaclenenia do novej
koncepcie vyucovania matematiky, v ktorej vyraznejsiu ulohu nadobudli
mnoziny. V sicasnej matematike totiz uloha diferencialneho a integralne-
ho poctu neklesla, skor naopak. A to je jedna stranka veci.

Druhou strankou je priprava Ziakov na vysokoskolské Stidium. Na
vacSine vysokych §ko6l sa diferencidlny a integrdlny pocet vyucuje
v zhustenej forme. Za velmi kratky Cas sa Studenti stretnd s enormnym
mnozstvom latky. Preto je vitané, ak sa Ziaci s problematikou diferencial-
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neho a integrdlneho poctu zoznamia uz skor, na strednej Skole. MdzZe im
to ulah¢it Studium matematiky na Skole vysokej.

V doterajSom vyvine matematiky sa vSeobecne uzndvaju dva najvyz-
namnejSie medzniky. Prvy je vznik diferencidlneho a integralneho poctu,
druhym je vytvorenie tedrie mnozin.

V ¢om Ze bol infinitezimdlny pocet taky vyznamny, v ¢om tak vyrazne
ovplyvnil dal$i vyvin matematiky? Zda sa, Ze dovod treba hladat mimo
matematiky. Diferencidlny a integralny pocet vytvorili aparat pre dalsi
stupen matematického popisu redlnej skutocnosti. PredovSetkym umoznili
pomerne dokonalym sposobom popisat (mechanicky) pohyb, ¢o dovtedaj-
§imi prostriedkami nebolo mozné. Pravdaze, tym, Ze sa objavili také
vyznamné aplikdcie (a v tomto pripade dokonca tazko hovorit ¢o bolo
skor, ucelena tedria, ¢i aplikdcie), zacal diferencidlny a integrdlny pocet
putat trvale zdujem matematikov. Sam pritom prechddzal zlozitym vyvo-
jom, ale td prvotnd Crta, totiz spatost s aplikdciami, td zostala dodnes.
A preto by sme ju mali zdoraznit aj pri vyuCovani. Nejde o teoreticky
fundované uvahy, ale o to, aby tazisko vyuky bolo v rieSeni praktickych
uloh.

Téato zdsada ma eSte jeden aspekt, stvisiaci s celkovou terajSou tenden-
ciou vo vyucovani matematiky na gymnazidch, kde sa zdoéraznuje najma
pojem mnoZiny a pojem zobrazenia a kde sa velka pozornost venuje
redalnym funkciam. Diferencidlny a integralny pocet totizZ poskytuje uc¢inné
prostriedky k Stadiu grafov takychto funkcii. Ale aj naopak, vySetrovanie
vlastnosti realnych funkcii patri medzi najjednoduchsie, ale aj najkrajsSie
aplikéacie infinitezimalneho poctu.

Nemozno tvrdit, Ze by diferencidlny a integralny pocet boli neoblubené.
Pri¢inou ich relativnej obluby si pomerne jednoduché, formalizované
pocetné pravidld. Ziak sa lahko nauéi narabat s tymito pravidlami a aspori
na chvilu nadobudne aku-taku istotu. (Aj ked sa niekedy stane, Ze pocita
i vypocita, ale sam nevie ¢o.) V uréitom rozpore s touto eleganciou .
a Tahkostou su v matematickej analyze casté zlozité dokazy, pouzivajice
jemny aZ vyumelkovany aparat. Dalsim problémom je samotny pojem
limity, ktory je pre matematicku analyzu taky zavazny, Ze ho na ziadnom
stupni nemozno obist. Mame teda dva metodické problémy, problém
ddkazov a problém pojmov.

Problém dokazov mozno rieSit i tak, Ze haklivejSie dokazy vynechame.
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Vo vyucovani vObec a vo vyucovani matematiky zvlast ide o to, aby Ziaci
pochopili zdkladné zdkonitosti Studovaného odboru a aby boli schopni
tvorivo a samostatne pristupovat k problémom. Exaktny, formalizovany
matematicky dokaz nie je jedinou cestou, ktorou mozno tdito zakonitost
komunikovat. Casto povie viac priklad, obrazok, alebo ddkaz velmi
Specidlneho pripadu. Fakty a suvislosti treba vo vyucovani vzdy odovod-
nit, formdlny dokaz sa vSak vzdy podavat nemusi.

Trochu ind situdcia je vo sfére pojmov. Co ako je aj tu dolezité
intuitivne Stadium, nemozno pri nom zostat. Precizovanie pojmov je
vynutené tak samotnou podstatou su¢asnej matematiky (a nielen matema-
tiky — zda sa, Ze to je jedna z ¢it sicasnej vedy vobec), ako aj potrebami
aplikdcii. Pozrime sa teraz blizSie na pojem, ktory ]C klu¢om k celej
matematickej analyze, na pojem limity.

Limita bez epsilonov

Vseobecne sa usudzuje, dokaz toho neexistuje, Ze pojem limity pochopi
nanajvys 20 % ziakov. To bola jedna z pri€in, pre ktoré sme sa odhodlali
experimentovat. Nemali sme velmi o pokazit.

Na druhej strane zmyslom modernizacie by malo byt zjednodusenie
vyucovania, vyklad na zaklade novSich faktov moze byt jednoduchsi
a zrozumitelnejsi. ESte inak mozno povedat: mnozina vSetkych moznych
vykladov daného pojmu je v bohatSej matematike bohatsia, preto v nej
mozno ndjst aspon tolko prijatelnych ciest, ako predtym. A mozno aj
nejaku lepSiu.

Pritom sme nezmenili vela. Zdoraznujeme pojem okolia bodu, veci
formulujeme pomocou okoli a nie pomocou ich polomerov (epsilonov;
samozrejme, pracovat s epsilonmi sa nezakazuje). Napriklad definicia:

Funkcia f ma v bode a limitu L, ak k Tubovolnému okoliu U bodu L
existuje také okolie V bodu a, Ze pre vSetky x e V, x+#a, je f(x)eL.

V priebehu overovania ucebnice sa vyskytol nazor, ze epsilonova
technika je dolezitd pre pocitanie prikladov. To je pravda len vtedy, ak
mame na mysli priklady typu: K Tubovolnému kladnému epsilon najdite
také delta, Ze...

Inak sa priklady pocitaju pomocou viet o limitdach. V ucebnici M 7
sledujeme za tym ucelom iny princip — spojitost operacii suctu, sucinu
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a podielu. Co znamena napr. tvrdenie, Ze operécia + je spojitd ? Znamena
to toto (dokaz temer trividlny): K Tubovolnému okoliu U bodu L + M
existuje také okolie V; bodu L a také okolie V, bodu M, Ze pre vsetky
ye V, avsetky ze V, je y +z € U. (Intuitivne : siiCet sa zmeni nepatrne,
ak velmi nezmenime jednotlivé s¢itance.) Podobny princip plati pre suéin
i podiel, len dokazy su tazSie. (Su urCené spominanym dvadsiatim
percentam ziakov a uplatnia sa v nich aj epsilony.)

Pravdaze, samotné dokazy viet o limitach (suctu, sucinu a podielu) st
potom velmi Tahké.

Predbezné skusky nedopadli najhorSie. V jednom pripade si Ziaci
dokonca sami vybrali tato koncepciu argumentujic tym, Ze je [ahSia na
pochopenie. V kazdom pripade sme pre istotu nevenovali limitam prili§
vela miesta. V Setreni miestom ndm pomohla trochu aj nova koncepcia.
A vSeobecne je zndme, Ze uSetrit ¢as na precviovanie je najvacsia pomoc
ucitelovi. ‘

Derivacia a priebeh funkcie

Techniku pocitania derivacii sme obmedzili na minimum. V podstate na
$tyri zakladné operacie. Co sa tyka elementarnych funkcii, popri racional-
nej funkcii dostali milost len goniometrické funkcie. Aj derivaciu zloZenej
funkcie sme narocky odsunuli aZ na koniec, za aplikacie, ak zvysi cas.
Jadrom vyucovania diferencidlneho po¢tu by malo byt vySetrovanie
priebehu funkcii. (V nasej ucebnici je to monoténnost a lokdlne extrémy.)

Vychodiskom k aplikdcidm, principom, ktoré nedokazujeme (len vy-
svetlime na obrazku), je Lagrangeova veta o strednej hodnote. Aby sme
sa vyhli komplikovanej$im pojmom (jednostrannym limitdm), pracujeme
s touto slabSou verziou: |

Nech funkcia f méd derivaciu v kazdom bode intervalu (a, b), x,,
x,€(a, b). Potom existuje také c € (x,, x,), Ze

f(2) = f(x) =f'(c)(x2—x1)

Uvedena formuldcia nds zbavuje povinnosti zaoberat sa funkciami
spojitymi na uzavretom intervale a je vychodiskom k praktickym aplika -
cidm. Naco sa zaoberat niektorymi krokmi dokazu Langrangovej vety,
ked jej dokaz na strednej §kole aj tak neprichddza do uvahy? Prispeje
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azda objasnovanie niektorych Specidlnych pojmov (ktoré sa v dalSom
nepouziji) viac k rozvoju matematického myslenia Ziakov, ako samostat-
né riesenie prikladov o funkcidch pomocou diferencidlneho poctu?

Urdity integral a plosSny obsah

V ucebnici je zakladnou motivaciou pre pojem urcitého integralu ploSny
obsah. V porovnani s komentarmi sme vynechali pojem Jordanovej miery.
Jednak preto, ze nebol prili§ populdrny, jednak preto, Ze sa nam zdala byt
prepychom Jordanova konstrukcia v takej tesnej blizkosti urcitého inte-
gralu, pomocou ktorého sa problém obsahu riesi elegantne a jednoducho.

Samotny integral (z funkcie spojitej v intervale (a, b)) definujeme
pomocou primitivnej funkcie (tzv. Newtonovej—Leibnitzovej formuly)

| f(x) dx = F(8)— F(a)

ked sme predtym Ccitatela na priklade presved¢ili o tom, Ze rozdiel
F(b)— F(a) vystihuje intuitivny pojem plo§ného obsahu.

S Newtonovou definiciou sa Iahko pracuje, Ziaci si mézu ¢o-to dokazat.
Aplikdcie su vSak zaloZzené na nasledujucom tvrdeni, ktoré nedokazuje-
me, ale motivujeme pribliZnym vypoctom urcitého mtegralu

Existuje prave jedno také cislo I, ze

s(f, D)SI=S(f, D)

b
pre vSetky delenia D daného intervalu. Pritom I = f f(x) dx.

Napriklad v pripade rotacného telesa A (vytvoreného grafom funkcie f)
sa v ucebnici elementarnymi prostriedkami dokaze, ze

s(af’, D)= V(A)=S(af, D)

Preto sa V(A) rovna integrélu, pravda, z funkcie nf*, teda

V(A)=fnf2(x) dr=1 ff?(x) dr

'y

Uvedena metdda by sa dala pouzit aj na dalSie aplikacie. Zostali sme iba
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pri obsahu a objeme, pretoze menej je niekedy viac. TotiZ, menej pojmov,
tvrdeni, ale dokladnejsie prebratych.

Napokon niekolko slov o formalnej stranke. V ucebnici sme sa nevyhy-
bali schéme veta—dokaz. Nech Ziaci vidia, ¢o to matematicky dokaz je.
Spominand schéma je obvyklou formou prezentacie vysledkov v matema-
tike. Pravdaze, matematické myslenie je ovela bohatSie ; okrem deduktiv-
nych, obsahuje aj induktivne postupy, intuitivne a heuristické uvahy.
Vyjadrit tato bohatost vo vyucovani je velmi tazké — hlavnd vaha tu
zostava na vyucujiicom. Tazkosti sa neodstrania automaticky odstranenim
systému veta—doOkaz. A naopak, pouZitie tohto systému by nemalo
znamenat, Ze to ma byf jedina metdda, ktorou sa ziakom prihovarame.
Ostatne, snad samotny ucebny text bude v tomto smere dostatocne
inSpirujucim.
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