ULOHY PRE PRACU MATEMATICKYCH KRUZKOV

Rubriku vedie Bohuslav Sivak, Katedra algebry a tedrie ¢isel PFUK, Mlynska dolina, 816 31
Bratislava
Nové ilohy (s rieSeniami) posielajte na jeho adresu.

Uloha A17 (prevzaté z ¢asopisu Kvant)
kazda z tychto figir bola napadnutd najviac jednou zo zvy$nych figir?
RieSenie: Vezmime vSeobecne Sachovnicu n X n, ukdZzeme, Ze na fiu nemozno
postavit viac nez 4n/3 vezi pri splneni danej podmienky. Nech k veii je
postavenych na Sachovnicu n X n vyzadovanym spésobom. Na kazdé pole, kde
stoji veza, napiSeme &islo 0. V kazdom z n. stipcov $achovnice vykonajme tito

.....

Analogicku operaciu vykondame so vSetkymi n riadkami. Je jasné, Ze na mieste
kazdej veze je napisané ¢islo, ktoré sa rovnd 3 alebo 4. Oznaéme S tento sudet,
potom S =3k, a kedZe v kazdom riadku a stipci sme pridali nanajvys 2, S =4n.
Mame teda 3k =S =4n, odkial k =4n/3.

Pre n = 8 dostaneme odhad k = 10, priklad rozostavenia 10 vezi: al,b1,c2,c3,
d4, eA, 5, f6, g7, h8. Nie je tazké dokazat, ze na Sachovnicu n X n mozno
postavit 4n/3 vezi pri splneni podmienok tlohy (ndavod: do $tvorca 3 X 3 vojdu
4 veze). :

Prejdime k tlohe b). Je jasné, Ze nemozno postavit viac dam ako vezi, takze
treba zistif, ¢i mozno postavit 10 dam. Odpoved je pozitivna, dimy mozno
rozostavit napr. takto: a8, b8, c3, c4, d7, e7, 2, g1, h5, h6

Uloha A 18 (prevzaté z Casopisu Kvant)

Cisla 1; 2, ..., n moZno napisat v takom poradi, Zze pre Ziadne dve ¢&isla ich
aritmeticky priemer sa nerovnd zZiadnemu z ¢isel napisanych medzi nimi?

RieSenie: Ukdzme, Ze to je mozné. Usporiadanie spifajice uvedenii pod-
mienku nazveme pre strucnost p'n’pustn)"m.

AKk sa cel€ Cislo b rovna aritmetickému priemeru Cisel a, c, tak a + ¢ je parne
Cislo, teda a, ¢ su alebo obe pdrne, alebo obe neparne. To znamend, ze ak
napiSeme ¢isla 1, 2, ..., n v takom poradi, Ze kazdé parne &islo je pred kazdym
neparnym, tak k porusSeniu pripustnosti moze dojst len tak, Ze aritmeticky priemer
dvoch parnych (neparnych) ¢isel sa rovna parnemu (neparnemu) éislu stojacemu
medzi nimi. Staci teda dokazat, Ze mozno pripustne usporiadat tak parne, ako aj
neparne Cisla. Lenze 2b = (2a +2c)/2 ¢i 2b — 1 =(2a — I + 2c — 1)/2 prave vtedy,
ak b =(a +c)/2, takze tloha sa zredukovala na pripustné usporiadanie &isel 1, 2,

..., k, kde k<n. To ddva dostato¢ny zaklad pre dokaz indukciou.
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Vykonana ivaha dédva efektivnu konstrukciu pripustnych usporiadani, napr. pre
n=14:

2a

4,2,3 1

4,6,2,7,3,5,1 (tu sa vynecha 8 na zaCiatku)

8. 12.414 6,102 7 11:3:13,5,9, 1

Uloha A19 (prevzaté z Casopisu Kvant)

Na kongrese sa zisli matematici, z nich niektori su priatelia. Zistilo sa, ze ziadni
dvaja matematici, ktori maju na kongrese rovnaky pocet priatelov, nemaji
spoloénych priatelov. Dokazte, ze niektory matematik ma na kongrese prave
jedného priatela.

Riedenie: Vezmime matematika A, ktory ma na kongrese najvacsi pocet
priatefov, ak ich je viac, vyberieme jedného z nich. Tento pocet oznaéme K.
Pripustme, Ze ziadny z k priatelov matematika A nemd na kongrese prave
jedného priatela. Potom ich pocty priatefov mézu bytlen 2,3, ..., k,¢oje k=1
moznosti. Podla Dirichletovho principu maji dvaja z nich rovnaky pocet priate-
Tov, €o je spor, lebo maju spolocného priatela, ato A. Tym je dokdzané, ze A je
jedinym priatefom niektorého zo svojich priatelov.
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