MATEMATICKE OBZORY 13/1979

O ZHODNOSTI V ROVINE

ONDREIJ SEDIVY, Nitra

S pojmom zhodnost v rovine sa stretdvame casto v matematike i mimo
nej. V tomto ¢lanku ukazeme, Ze mnozina vSetkych zhodnosti v rovine
tvori grupu, pricom binarnou operaciou je ,,skladanie zhodnosti‘.

Predpokladame, ze Citatel je oboznameny s pojmami zobrazenie, prosté
zobrazenie, bijektivne zobrazenie, skladanie zobrazeni, inverzné zob-
razenie.

1. Definicia a vlastnosti zhodnosti v rovine

Vzdialenost bodov A, B budeme oznacovat |AB]|, obrazy bodov A, B
budeme oznacovat A’, B'.

1,1. Definicia. Zhodnym zobrazenim (zhodnostou alebo premiestne-
nim) v rovine 7 nazyvame kazdé bijektivne zobrazenie o:m—m, pri
ktorom pre IubovoIné body A, B € 7 a ich obrazy plati |[AB| = |A’B’|.

1,2. Veta. V zhodnom zobrazeni o obrazom usecky AB je usecka A'B’
zhodnd s AB.

Dokaz. Nech Xenx je Iubovolny bod tsecky AB, potom podla
definicie 1,1 je

|AX|=|A"X"| (1)
|IBX|=B'X’ : ()

kde X’ je obraz bodu X v zhodnosti o.
S¢itanim rovnosti (1), (2) dostaneme

|AX|+|BX|=|A'X"|+|B'X’| 3)
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Pretoze X € AB, plati
|[AX|+|BX|=|AB|

potom

|A'B’|=|AB|=|AX|+|BX|=|A'X"| +|B'X’|

z ¢oho vyplyva, ze X' e A'B’.
Keby X' ¢ A’'B’, potom podla trojuholnikovej nerovnosti by platilo

|A'X'|+|B'X'|>|A'B’|

Dokaz toho, ze kazdy bod usecky A'B’ je obrazom niektorého bodu
tise¢ky AB v zhodnosti o, urobime tak, Ze pre zobrazenie o', ktoré je
inverznym k zhodnosti o(toto vzdy existuje a je zhodnost), zopakujeme
postup uvedeny v prvej Casti dokazu.

1,3. Veta. V zhodnom zobrazeni o v rovine
a) obrazom polpriamky AB je polpriamka A’'B’; obrazy opacnych

polpriamok st opacné polpriamky; obrazom priamky Xﬁ je priamka
b e ) y
A By

b) obrazom polroviny pA je polrovina p’A’; obrazy opa¢nych polrovin
st opacné polroviny;

¢) obrazom uhla < AVB je < A'V'B’ zhodny s uhlom {L{AVB;

d) obrazy rovnobeznych priamok si rovnobezné priamky.

Dokaz. a) Na zaklade tvrdenia vety 1,2 staci vySetrit polohu bodu Y’,
ktory je obrazom Iubovolného bodu Y na predizeni isecky AB za bodom
B (obr. 1). Pretoze bod B je medzi bodmi A, Y, podla tvrdenia vety 1,2
je bod B’ medzi bodmi A’, Y'. Odtial a z inverzného zobrazenia ¢~

—— R e
vyplyva, Ze obrazom polpriamky AB je polpriamka A’B’. Analogicky
dokaZeme aj dalSie tvrdenia uvedené v a).

b) Z tvrdenia vety 1,3 je zrejmé, Ze A é p. Potomaj A’ ¢ p’. Nech X je
[ubovolny bod roviny 7, ktory neinciduje s priamkou p a nesplyva ani
s bodom A ; potom jeho obraz X' ép’, X' # A'. Ak leZi bod priamky p
medzi bodmi A, X, potom lezi zodpovedajici bod priamky p’ v zhodnosti
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Obr. 1

o medzi A’, X'. Ak neoddeluje p body A, X, neodeluje ani priamka p’
body A’, x’. To znamend, ze obrazom polroviny pA v zhodnosti o je
polrovina p’A’ a polrovina opa¢né k pA sa zobrazi na polrovinu opacnu
kp A

c) Nech A, V, B su tri nekolinearne body, potom aj ich obrazy A’, V',

o S ey s ;
B’ su nekolinearne body (obr. 2). Polroviny AVB, BVA sa zobrazia po

> » . —> —>
rade na polroviny A’'V'B’, B'V'A’. Prienik polrovin AVB, BVA, t. j.

uhol < AVB, sa zobrazi na prienik polrovin A’V'B’, B'V'A’, t.j. na
uhol <A'V'B’.

Trojuholniky AVB, A’ V'B’ su zhodné (podla vety sss v dosledku vety
1,2), a preto <AVB=<A'V'B".
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d) Dokaz urobime nepriamo.Ak obrazy a’, b’ rovnobeznych priamok a,
b (a#b) by mali spolo¢ny bod P’, potom jeho vzor P by lezal na a
a sucasne na b — ¢o by bol spor s predpokladom.

2. Druhy zhodnych zobrazeni v rovine
Uvedieme definicie jednotlivych druhov zhodnych zobrazeni v rovine.
Nebudeme vSak dokazovat vlastnosti jednotlivych zhodnych zobrazeni.

2,1. Definicia. Zobrazenie J: & —x, ktoré priraduje kazdému bodu
A e ten isty bod, nazyva sa identické zobrazenie alebo identita.

Kazdy bod ako vzor splyva so svojim obrazom. Toto zobrazenie zrejme
je zhodnym zobrazenim.

2,2. Definicia. Nech je dana priamka p. Kazdému bodu X ex, X ép
5 <> D
priradme bod Xlex tak, aby XX'1p, XX'np = X, 1XX,|] =
= | X' Xo| a XoX, XX st opa¢né polpriamky. Bodu X € p priradme bod
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X'=X. Toto zobrazenie nazvime osovd sumernost a priamku p osou
sumernosti, zobrazenie budeme oznacovat o, (obr. 3).

Zobrazenie 0, ma tieto vlastnosti:

a) Je zhodnym zobrazenim.

b) Obrazom [ubovolnej polroviny s hranicou p je polrovina k nej
opacna.

¢) Kazdy bod priamky p je samodruznym bodom zobrazenia o,.

d) Obrazom Iubovolnej priamky v o, je priamka. Kazdy bod A e,
A €p so svojim obrazom A’ v g, tvoria involutornu dvojicu bodov.

f) Osova sumernost g, je jednoznacne urcend priamkou p.

2,3. Definicia Nech je dany bod S. Kazdému bodu Xem, X#S,

priradime obraz X'ex tak, ze [SX| =

opacné polpriamky priamky XX'. Bodu X=§ priradme X' X X. Toto
zobrazenie nazyvame stredova sumernost, bod S je stred sumernosti,
zobrazenie oznacujeme Os. »

Stredova simernost os ma tieto vlastnosti:

a) o, je zhodné zobrazenie.

b) Obrazom kazdej priamky je priamka s nou rovnobezna. ;

¢) Priamka, ktora prechddza stredom S, je samodruzna. Bod S je jediny
samodruzny bod.

d) Je involutorné zobrazenie.

e) Stredova sumernost je jednoznacne urcend stredom alebo dvojicou
sumerne zdruzenych bodov.

2,4. Definicia. Nech je dany bod O a orientovany uhol ¢, ktorého
zékladna velkost je ¢. Kazdému bodu X e r, X+ O pnradme ako obraz
bod X' tak, aby |OX| = |OX’| a orientovany uhol XSX' bol zhodny
s orientovanym uhlom ¢. Bod O sa zobrazi na O. Toto zobrazenie
nazyvame otdcanie (roticia) okolo bodu O o uhol ¢, oznatujeme ho 0y,
bod O je stred otacania a uhol ¢ uhol otacania (obr. 4).

Otacanie okolo bodu ma tieto vlastnosti:

a) Je zhodnym zobrazenim.

b) Bod O je samodruznym bodom.

¢) Obrazom priamky p je priamka p’.

2,5. Definicia. Nech je dany vektor d. Kazdému bodu X € priradme
bod X' e w ako obraz tak, aby usporiadand dvojica [X, X" ] uréovala ten
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isty vektor d. Takto definované zobrazenie je posunutie alebo translacia,
velkost | XX'| = |d| je dlzka posunutia, smer vektora je smerom posunu-
tia. Posunutie budeme oznacovat o, (obr. 5).

Posunutie v rovine ma tieto vlastnosti:

a) Je zhodné zobrazenie.

b) Obrazom priamky v posunuti o, je priamka s nou rovnobezna.

¢) Je urCené vektorom d alebo vzorom a obrazom.

Okrem uvedenych zhodnych zobrazeni je eSte posunuté zrkadlenie,
ktorého vlastnosti uvedieme v dalSom.

Inverzné zobrazenia k jednotlivym zhodnym zobrazeniam su:

1. K ajea, =0,

2. K 0. je03 =05

3. K 0ois i€ .1 05/p = 00,26+

4. K [0,] urenéd je o,' uréené —d.

3. Skiadanie zhodnych zobrazeni

V dalSom budeme ,,skladat* osové simernosti, pripadne dalSie zhodné
zobrazenia.
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3,1. Definicia. Nech o0,:m—m, 0,: w—m su zhodné zobrazenia
v rovine. Oznaéme X' enxr obraz bodu X esxr v zobrazeni o,, X"en je
obraz bodu X'em v zobrazeni 0,. Tym je kazdému bodu X roviny &
priradeny bod X" € . Priradenim X — X" je definované dalSie zobrazenie
05. Hovorime, Ze o5 vzniklo zlozenim zobrazeni o,, 0,, o zapisujeme

03=0,:.0;3
Symbolicky postup zapiSeme
e o e

V

03=0,.0;

3.2. Veta. Zlozenim dvoch osovych sumernosti, ktorych osi si na seba
kolmé, vznikne stredova simernost, priesecnik osi je stredom simernosti.

Dokaz: Nech st dané osové sumernosti g,, 0, s osami a, b, priCom
alb (obr.6), anb=S.

S

Obr. 6
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Zostrojme obraz A’ bodu A v simernosti o,, dalej zostrojme obraz A”
bodu A’ v simernosti 0,. Treba dokazat, ze 0,.0, = 0s, t.]. treba
dokazat, ze bod S je stredom usecky AA". Zo zhodnosti trojuholnikov
AA,S, A'A,S a AA'ALS, AA"A,S vyplyva, ze [SA| = |SA”| a taktiez

XASA, = <A"SA,. Tym je dokézané, Ze polpriamky EX, SA” sii
opacné (teda body A, S, A" lezia na jednej priamke) a S je stredom
usecky AA". Ak A je bodom oboch priamok, potom A =A’'=S.

Z uvedeného sucasne vyplyva, ze poradie osovych sumernosti o,, 0, pri
skladani mozno zamenit, dostaneme tu istu stredovi sumernost. Teda, ak
a lb plati

0,.0,=0,.0,=0s ()

Algebraické vyjadrenie kolmosti priamok a, b je vztah (1).

3,3. Veta. Zlozenim dvoch osovych simernosti 0,, 0, s rdznobeznymi
osami a, b, a Lb, dostaneme otoCenie, v ktorom stredom otacania je
priesecnik osi a, b. Velkost uhla otdcania sa rovnd dvojnasobku velkosti
ostrého uhla ur¢eného priamkami a, b.

Ddkaz. 1. Oznacme O =anb. Bod O je v zobrazeni g, . 0, samodruz-
ny. Ukazeme, Ze v zobrazeni o, .0, niet dalSich samodruznych bodov.

Predpokladajme, Ze okrem bodu O existuje dalsi samodruzny bod M.
Potom mozu nastat tieto pripady : :

a) Mea, M+ O, potom M’ v simernosti g, splyva s bodom M ; nech
M" je obrazom bodu M’ v simernosti g,, potom M" # M, Cize ziaden bod
priamky a (okrem bodu O) nie je v zobrazeni g, .0, samodruzny.

b) Meb, M+ O. Analogicky ako v pripade a).

¢) M nelezi ani na jednej z priamok a, b. Oznatme M’ obraz bodu M
v sumernosti g,, potom a je osou usecky MM'. Podla predpokladu M je
samodruzny bod zobrazenia g, .0,, potom musi byt M =M", kde M" je
obraz bodu M v zobrazeni g, .0,. Obraz bodu M’ v simernosti g, je bod
M". Na zaklade predchadzajiceho je b osou usecky M'M", avSak podla
predpokladu je M"= M, teda b je aj osou usecky MM’ a potom a = b, ¢o
je spor s predpokladom.
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2. Zo simernosti o,, 0, vyplyva, ze |OA| = |OA’| = |OA’|. Taktiez
XAOA"=2 <Lab (obr. 7).
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Obr. 8
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3,4. Veta. Zlozenim dvoch osovych sumernosti s osami réoznymi rovno-
beznymi vznikne posunutie.

Dokaz. OznaCme A’ obraz bodu A v saumernosti g,, A” obraz bodu A’

-—> o

v sumernosti g, (obr. 8). AA’' La, A'A"Lb, a//b, potom body A, A’,
A" lezia na jednej priamke kolmej na a. Zobrazenie 0,.0, nema
samodruzné body, ¢o dokaZzeme nasledovnou dvahou. Ak A €a, potom
A'=A,aviak A"# A, teda v tomto pripade A nie je samodruzny. Ak je
bod A mimo priamku a, ak je zaroveni A = A", potom stredom usecky
AA' prechadza os a aj os b, ¢o je spor s predpokladom, pretoze a#b,
teda A#A". Pre vzdialenost |[AA"| plati |AA"| = 2m, kde m je
vzdialenost priamok a, b.

3,5. Poznamka. Vo vetich 3,2, 3,3, 3,4 sme hovorili o skladani osovych
sumernosti, vysledok kazdého skladania bolo jedno zhodné zobrazenie.
Mozno vSak dokazat vety o rozklade zhodného zobrazenia na sucin
osovych simernosti. Napr.: Nech A, A’ st dva rozne body. Existuje
jediné posunutie o, = g, . 0, v ktorom bod A sa zobrazi do bodu A’. Za os
jednej simernosti mozno zvolit Tubovolni priamku kolmd na smer
posunutia, druha os je uz jednoznacne urcena.

3,6. Definicia. Zhodné zobrazenie, ktoré vznikne zloZenim osovej
sumernosti a posunutia v smere jej osi v lubovolnom poradi, nazyvame
posunuté zrkadlenie (obr. 9).

9>
——eedy
-

Obr. 9

3,7. Veta. Sii¢in o, . 0, . 0. troch osovych siimernosti g,, 0,, 0, s osami a,
b, ¢, zktorych b, ¢ s r6znobezné a os a neprechadza ich prieseénikom, je
posunuté zrkadlenie.
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* Obr. 10a

Obr. 10b

Do6kaz. Nech bnc=M; Méa (obr. 10a). Potom
0,.0,.0.=0,.(0,.0.) =0, .Oume

kde oy, je otdCanie so stredom M a uhlom ¢. OtiCanie v zmysle
poznamky 3,5 mozno rozlozit na sucin dvoch osovych simernosti, kde
jednu os mézeme zvolit [ubovolne tak, aby prechadzala bodom M. Nech
"Ome =0.0., pricom b' 1 a.
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Potom
0,.(0,.0.)=0,.(0s-.0.)=(0,.04). 0. = 05 . O.-

kde os je stredova sumernost so stredom S=anb’.

Stredovia simernost os mozno zlozit z dvoch osovych simernosti o,,, 0,,
ktorych osi m, n su ktorékolvek dve navzdjom kolmé priamky, precha-
dzajice bodom S. Nech m Lc’, potom 0,.0." je posunutie a v zmysle
definicie 3,6 0,,.0,.0., je posunuté zrkadlenie (obr. 10b).

3,8. Veta. Kazda zhodnost v rovine je sucinom nie viac ako troch
osovych simernosti.

Obr. 11a

Obr. 11b
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D dkaz. Oznaéme danu zhodnost «. Nech zhodnost a zobrazi bod A na
bod A’, polpriamku 4 so zaciatkom v A na A’ so zaCiatkom v A’, priamku
a na a’ a polrovinu 7 na 7', pricom hca, h' ca’.

1. Nech A=A’, nech w je os uhla polpriamok # a h’'. Vzhladom
na zobrazenie polrovin ur¢enych priamkou a plati a =0, alebo o=
=0,.0,, (obr. 11 ab).

2. Ak A#A’, potom sumernost g,, kde v je os ise¢ky AA’, zobrazuje
AnaA*=A’, hnah* tnat*. h*mazaliatok v bode A’. Dalej zvolime
w za os osovej sumernosti o, tak, aby w prechadzala bodom A=A’
a bola osou uhla polpriamok A’. h*. Simernost o, zobrazi A* na h’,
polrovinu 7 na 7’ alebo na 7| opacnu k t’ (obr. 12 ab).

Obr. 12a

V druhom pripade treba este zvolit osovd simernost g, ,ktora zobrazi
polrovinu 7; na t’. '
- Teda plati
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Obr. 12b
alebo
a—o, 0, 0

3,9. Veta. (Veta o troch sumernostiach)
a) Ak a, b, ¢ si priamky so spolo¢nym bodom P, potom existuje

priamka d, ktora prechadza bodom P tak, ze
0,.0,.0. =04

b) Ak priamky a, b, ¢ si kolmé na priamku g, potom existuje

priamka d 1 g tak, ze
0,.0,.0. =0,

Do6kaz. a) Nech 4 je polpriamka so zaciatkom v bode P, h = m, nech
mla, T a T su polroviny urené priamkou m. Zobrazenie 0,.0,.O.
zobrazi polpriamku 4 na polpriamku 4’ so zaCiatkom v bode P, polrovinu
T na polrovinu 7', ktorej hrani¢nd priamka obsahuje polpriamku 4'.
Osova sumernost 0,, ktorej os d je osou uhla uréeného polpriamkami 4,
h', zobrazi bod P na P, polpriamku 4 na h’, polrovinu 7 na 7’ alebo 7’.

Potom plati
0,.04.0, =0y (1)
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Obr. 13

alebo
0,0, .0, 0,.04 : (2)

Pripad (2) nastat nemoéze, lebo stucin dvoch osovych simernosti nemoze
byt osova sumernost (obr. 13).
Zo vztahu (1) vyplyva

0,0 .0:..0. =0y .0

O, .0p =04 .0, (3)

pretoze o..0.= 4.
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Obr. 14

Obr. 15
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Potom uhol priamok a, b je zhodny s uhlom ur¢enym priamkami d, ¢ (z
toho vyplyva aj konStrukcia priamky d).

b) Dokaz urobime analogicky. Dospejeme opit k vztahu (3), ktory
v tomto pripade znamend, Ze vzdialenost priamky b od priamky a sa rovna
vzdialenosti priamky ¢ od prlamky d (usporiadanie a, b, d, ¢ musime
zachovat, obr. 14).

3,10. Veta. Kazdy sucin troch stredovych simernosti je stredova
sumernost.

Dokaz. Nech A, B, C su stredy simernosti 0., 0g, 0c (obr. 15).
Bodmi A, B je urCena priamka v a bodom C vedme priamku w
rovnobeznu s priamkou v. Priamky a, b, ¢ kolmé na priamku v su
rovnobezné a sucasne kolmé na w. Podla vety 3,9 existuje priamka d
kolma na v tak, Ze plati

0..0, .0 — 0y

Na zdklade vety 3,2 mdzeme pisat 0, =0,.0,, O =0,.0y, Oc =
= 0..0,, potom

Oa .0 .0c = 0, -0y .0y .0,.0,.0,=0,.0p. Ow =02.0, =0p

kde D je priesecnik priamky d, w.

3,11. Veta. Pre kazdé Styri priamky a, b, c, d existuju priamky x, y
take; ze plati 0, .0, (0.0 = 0.0,

Do6kaz. a) Rovnost 0,.0,.0. . 0, = 0. . 0, bude zrejme splnena
v pripade, Ze niektoré dve ,,susedné‘ priamky Stvorice [a, b, ¢, d] st
totozné, alebo v pripade, Ze niektoré tri priamky Stvorice patria tomu
istému zvazku.

b) Ak priamky a, b, ¢, d nespliaju podmienky uvedené v bode a),
potom budeme rozliSovat tri pripady znazornené na obr. 16abc.

V pripade a) mézeme zostrojit priamku e ureni bodmi P, Q, potom
plati

0,.0,.0..0,—0,.0,.0,.0..0..0,=0. .0, .

— ——
o, o,

V pripade ) mézeme zostrojit bodom P priamku f||c. Potom opit
dospejeme k spravnosti vztahu uvedeného vo vete 3,11.
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V pripade y) zostrojme bodom E Tubovolni priamku e, ktord pretne
priamku a v bode P. Potom plati

0,.0,.0..0,=0,.0,.0,.0,.0..04 =0, .Ge.(},.ad .
i)
Of
Pretoze priamky e, a sa pretinaju, moézeme sposobom a, ) odvodit
platnost tvrdenia vety 3,11.

3,12. Veta (Veta o redukcii poctu osovych simernosti)

Sucin [ubovoIného parneho po€tu osovych simernosti sa rovna sicinu
dvoch osovych simernosti. Sti¢in fubovolného neparneho poctu osovych
simernosti sa rovna jednej alebo sicinu troch osovych simernosti.

Dokaz. Pre Tubovolné n=4 plati: n=4+(n—4). Podla vety 3,11
sa sucéin [ubovolnych Styroch osovych simernosti rovna sucinu istych
dvoch. Celkovy pocet n osovych simernosti mozno redukovat na 2+
+(n —4)=n —2. Tymto spésobom mézeme od [ubovolného parneho n
dojst po koneénom pocte krokov k cislu 2.

Od neparneho n mozeme dojst k Cislu 3. V niektorych pripadoch siacin
troch osovych simernosti sa rovna jednej osovej sumernosti.

3,13. Definicia. Zobrazenie zloZzené z parneho poctu osovych simer-
nosti sa nazyva priama zhodnost. Zobrazenie zloZené z neparneho poctu
osovych simernosti sa nazyva nepriama zhodnost.

3,14. Zhrnutie. V predchadzajuicich Castiach sme dokazali, Ze existuju
len tieto druhy zhodnych zobrazeni : osova simernost (jedna os), otd¢anie
(dve osové simernosti s réznobeznymi osami), stredova simernost (Speci-
alny pripad otacania), posunutie (dve osové simernosti s rovnobeznymi
osami), posunuté zrkadlenie (tri osové simernosti — dve osi roznobezné
a tretia neprechadza ich prieseénikom). Dalej sme dokazali, Ze siéin troch
osovych simernosti s osami patriacimi tomu istému zvizku je jedna osova
sumernost. Podla viet vysSie uvedenych, sti¢in lubovoIného poctu osovych
simernosti mozno redukovat na dve alebo tri, resp. jednu osovi simer-
nost, teda na niektord z danych druhov zhodnych zobrazeni. Taktiez sme
dokazali, Ze kazdi zhodnost v rovine mozno rozlozit najviac na tri osové
simernosti.

Pretoze skladanie zhodnych zobrazeni je asociativne (d6kaz v nasom
¢lanku sme nerobili), identita pri skladani vystupuje v Glohe neutrdlneho
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prvku, inverzné zobrazenie ku kazdej zhodnosti existuje a je opat
zhodnost, zloZenie dvoch zhodnosti je opat zhodnost, méZzeme vyslovit
vety:

3,15. Veta. Mnozina vSetkych zhodnosti roviny tvori spolu s algebraic-
kou operaciou ,,skladanie zhodnosti** grupu.

3,16. Veta. Mnozina vSetkych priamych zhodnosti roviny tvori s algeb-
raickou operdciou ,,skladanie zhodnosti* grupu. Mnozina nepriamych
zhodnosti netvori grupu.

Ukazat, Zze mnozina nepriamych zhodnosti s prisluSnou operéaciou
netvori grupu, mozno jednoduchym sposobom: zloZenie dvoch nepria-
mych zhodnosti je priama zhodnost.

Cvicenia

1. Dané su tri rozne priamky o0,, 0,, 0, prechadzajice bodom O, na priamke O, je dany
bod A,. Zostrojte trojuholnik ABC tak, aby priamky o,, 0., 0, boli osami jeho stran a bod
A, stredom strany BC.

2. St dané dve pretinajiice sa kruznice. Jednym ich priesecnikom vedte priamku, v ktorej
obe kruznice vytni zhodné tetivy.

. 3. Dokazte, ze pravidelny n-uholnik, n je parne, je stredove simerny.

4. Dané su dve navzajom kolmé priamky a, b a bod C, ktory nelezi na ziadnej z nich.
Zostrojte rovnoramenny trojuholnik ABC, ktory ma hlavny vrchol v bode C a v nom uhol
danej velkosti y. Dalsie vrcholy A, B lezia po rade na priamkach a, b.

5. Dokazte, ze zlozenim dvoch posunuti vznikne posunutie.

6. Dokazte, ze posunuté zrkadlenie mozno zlozit z osovej simernosti a z translacie v smere
jej osi.

7.Danéd je priamka p a dva body X, Y leziace v tej istej polrovine s hrani¢nou
priamkou p. Na priamke p zostrojte tsecku AB dizky d, aby sicet |[XA|+|AB| +
+ |BY| bol ¢o najmensi.

8. Dokazte, ze zlozenie ziadnych dvoch osovych simernosti sa nerovna jednej osovej
sumernosti.

9. Dokazte, ze zlozenie dvoch stredovych simernosti je posunutie.

10. Dokazte, ze mnozina vSetkych posunuti v rovine tvori spolu s algebraickou operéciou
,.skladanie posunuti** komutativnu grupu.
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