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BOHDAN ZELINKA, Liberec

My nematematikové viak chceme védét, jak to s tou druhou odmocninou
z — 1 vlastné je. Existuje, nebo neexistuje ? Podivejte: Cislo, které samo
sebou nasobeno dava — 1, neexistuje, ale druhd odmocninaz — 1 existuje.

£ie

Jmenuje se ,.i** a dost. Matematika, je zkratka véda o vécech, které
neexistuji. Nebo I€pe, v matematice existuji véci, které neexistuji.

Kdyz se takové imaginarni Cislo zaplete do Ciselného vyrazu, vznikne vyraz
komplexni. To znamend, ze kdyz nékdo o tom déle premysli, dostane
matematicky komplex a je to beznadéjny pripad. s kterym uZ neni
rozumna fe¢. Obét védy. Lidé se pak divi, Ze ten pan namaci pero do ¢erné
kédvy a upiji inkoust a pro¢ to déla. Ma v hlavé imaginarni ¢islo, a proto je
to muz komplexni.

Jaroslav Zak

Cislo i a komplexni é&isla viibec jsou pro mnohé lidi obestfena jakymsi
zdvojem tajemnosti. Clovék si dovede predstavit ¢iselnou osu, napiiklad
“jako stupnici teploméru prodiouzenou na obou stranach do nekonecna. Je
Znamo, Ze na ni nemuzeme najit Zadné Cislo, jehoz druhd mocnina by se
rovnala minus jedné nebo vibec kterémukoliv zdpornému Cislu.
A najednou se dovime, Ze takové Cislo existuje, ovSem nikoliv na této
Ciselné ose, ale nékde vedle. Jak se mohlo na néco takového pfijit?

Tomu, kdo se seznamil s abstraktni algebrou, je to jasné. V télese
reainych Cisel neexistuje prvek, jehoz druhd mocnina by byla rovna minus
jedné. Hledame tedy prunik vSech téles, ktera obsahuji téleso redlnych
Cisel jako podtéleso a navic jeSt€ obsahuji jisty prvek i, pro nejZ plati
i’= —1. Tento prinik existuje a je jednoznacné uréen. Rozhodneme se
jej tedy nazvat t€lesem komplexnich cisel a je to.

Tohle bychom ovSem téZko vykladali lidem, ktefi neznaji jina télesa nez
krychli, kvadr, hranol, jehlan, valec, kuZel a kouli. Tém je naprosto cizi
predstava, Ze existuji néjaké prvky, o nichZ se nevi nic jiného, nez Ze s nimi
Ize urcitym zptsobem provadét jisté operace. (Ostatné i prfi slov€ operace
se vétsiné lidi vybavi skalpel a bilé rousky na tstech.) Tito lidé se budou
ptat, jak je mozné, Ze mluvime o existenci néceho, co pfece neexistuje.

37



Zamysleme se tedy, jak to s tou existenci vlastné je. Dobra, jestlize
neexistuje Cislo 7, existuje €islo 5? Samoziejmé, odpovi nematematik.
Prece muzeme mit pét jablek, pét hrusek, pét korun nebo pétku
v zakovské knizce.

Argument zaloZzeny na pétce v Zdkovské kniZce lze snadno vyvritit.
Znamky v $kole jsou pouze uréité symboly mnozstvi znalosti zdka. Ze se
oznacuji Cisly 1, 2, 3, 4, 5, to je prosté proto, Ze je to v naSem Skolském
systému odeddvna zavedeno. Bylo by mozno provést reformu spocivajici
v tom, Ze misto znamkami 1, 2, 3, 4, 5 by se znamkovalo znamkamie, f, g,
h, i. Pak by to i v zdkovské knizce bylo stejné skute¢né, jako je nyni
petka.

A jak je to s témi péti jablky ? Ano, mizeme mit pét jablek, pét hruSek
nebo pét kusu ¢ehokoli jiného. Mizeme v§ak mit jenom ,,pét** bez blizsiho
uceni? Jak to tedy je? Existuje ,,pét*? OvSemze; je to pojem vznikly
abstrakci, vyjadfuje spolecnou vlastnost urcitych mnozin, jako je mnozina
péti jablek, mnozina péti hruSek a viibec jakakoli mnozina o péti prvcich.
A ta abstrakce jde jeste¢ dale. Mluvime-li o péti korunach, rozhodné
nemusime mit vzdy na mysli pét korunovych minci.

Dobre tedy, Cislo 5 existuje zrovna tak jako tfeba jablko nebo hruska.
A existuje-li jablko i hruska, pak zfejmé existuje i dvojice slozena z jablka
a hrusky. Tudiz existuji i usporadané dvojice realnych cisel. Vezméme si
tedy vSechny mozné uspofadané dvojice redlnych ¢isel a definujme si na
nich pocetni ukony (neuzivam slova operace, abych zbyte¢né nevyvolaval
predstavu skalpelu zafezavajiciho se do lidského téla). Jsou-li [a, b], [c, d]
dvé takovéto dvojice, pak si definujeme
[a.b]+][c. d]=]a,+c,b+d],

[a.b]=[c.d]=[a—c, b—d],

[a.b] . [c. d]=]ac —bd, ad + bc],

[a, b] / [c. d]=][(ac + bd)/(c* + d?), (bc —ad)/(c*+ d?)].

(Déleni je definovano v ptipadé, kdy alespon jedno z Cisel ¢, d je rlizné od
nuly.) Pro tyto ukony plati vSechny zdkony, kter€é zname pro ukony
s realnymi Cisly. VSimnéme si, jak to vypada, kdyz b=d = 0. Pak

[a, 0] +[c, O}=[a +c, 0],

fa, 0] |c,Ol=la—c, 0],

[a, 0] - [c, O] =[ac, 0]

[a, 0] / [c, 0] =[a/c, O].
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Tedy pocetni ikony s dvojicemi, v nichz druhé ¢islo je nula, se provadeji
docela stejn€, jako kdybychom je provadeéli s jejich prvnimi Cisly samotny-
mi. Mizeme si tedy predstavit, Ze kazdou dvojici [a, 0] prosté ztotoznime
s ¢islem a. Kdybychom vSak zkoumali dvojice, v nichz je prvni Cislo rovno
nule, k podobnému vysledku bychom nedosli. Pro¢ jsme si tedy pocetni
ukony definovali takovym divnym zptisobem ? Odpovéd je jednoducha :
abychom dostali

[0, 1].[0, 1]=[—1, 0]

a abychom tedy dvojici [0, 1] mohli pokladat za odmocninu z dvojice
[ -1,0] a tedy Z Cisla —1.

Tohle je stéle jest€ divné. Co nds to vibec napadlo zavadét si néjaké
pocetni tkony ne s Cisly, ale s dvojicemi Cisel? Cozpak lze provadét
pocetni ukony s né&im jinym nez s Cisly? Ale ano! Vzpomenime si na
geometrii ; tam s¢itame usecky nebo uhly a viibec ndm nevadi, Ze to nejsou
Cisla. (Jejich velikost ovSem jsou Cisla, av§ak nesmime zaménovat tsecku
a jeji velikost ani thel a jeho velikost.) A mame-li funkce y =sinx
a y =cos x, muzeme najit jejich soucet, kterym je funkce y =sinx +
+ cos x, jejich rozdil y =sinx — cos x, soucin y =sinx cos x i podil
y=sinx/cos x. Zde také neprovadime pocetni ukony s Cisly, ale
s funkcemi; vysledek je opét funkce.

Mizeme-li tedy provadét pocetni ukony s useckami, thly a funkcemi,
mizeme je provadét i s usporadanymi dvojicemi redlnych Cisel. A mame-li
je takto zavedeny, pak si jesté zjednodusSime zpiisob zapisu, abychom
nemuseli stile psit hranaté zavorky. Misto dvojice [a, 0] budeme psat
pouze ¢isla a. Dvojici[0,1] ozna¢ime jako i. Pro libovolnou dvojici [a, b]
mame

[a, b]=[a, 0]+[0, b] =[a, 0] +[b, 0].[0, 1]

a mizeme tedy misto [a, b] psat a + bi. Takovymto vyraziim budeme fikat
komplexni éisla. Je-li b =0, ¢islo a + bi je redlné Cislo a ; komplexni Cisla,
kterd nejsou realna, se budou nazyvat imaginarni.

Zavedeni komplexnich Cisel jakozto dvojic redlnych Cisel neni nic
nového ; vak odtud vlastné pochazi vyraz komplexni ¢islo. Uvadim to zde
proto, abychom si uvédomili, Ze na komplexnich ¢islech neni nic tajemné-
ho. Poéitame prosté s uspofadanymi dvojicemi reédlnych Cisel a pro
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jednoduchost témto dvojicim také fikame cisla. A ono tajemné i neni nic
jiného nez usporadana dvojice [0, 1]. Jestlize existuje 0 a 1, pak tedy
existuje i i.

Na mnoziné komplexnich ¢isel nejen zavadime bézné pocetni tikony, ale
rozsifujeme na ni i nékteré funkce, které jsme znali jako funkce redlné
proménné. U polynomu je to zcela pochopitelné; jejich hodnoty jsou
vyjadieny pomoci zékladnich pocetnich ukoni. Zavadime vSak napiiklad
1 exponencialni funkce komplexni proménné, a to tak. Ze hodnota funkce
e* pro x=a+bi, kde a a b jsou realna Cisla, je

et —¢" (cosb +isinb).

Také toto ¢islo budi v lidech rozpaky. Proc je ta funkce definovidna
pravé takto a ne néjak jinak? UkaZeme si, Ze to opravdu nejde jinak.

Uvédomme si nejdfive, o co ndm jde. Chceme definovat funkci e* pro
vSechna komplexni x. Pfitom ji uz mame definovdnu pro vSechna x redlna
a rozhodné bychom chtéli, aby se hodnoty nasi nové funkce pro x redlna
(kazdé redlné cislo je také komplexni ¢islo) neliSily od hodnot, které jsou
uz zavedeny. Dale bychom cht€li, aby i pro libovolna komplexni Cisla x a y
platilo

e l—¢ o,

s xs

Specialné tedy mame-li komplexni Cislo a + bi, kde a a b jsou redlna Cisla,
meélo by platit

Vyraz e® je hodnota funkce e* pro x rovné redlnému cislu a. Abychom
tedy méli ureno e“*”, je treba vhodné definovat e”. Potfebujeme tedy
zavést funkci e, kde x je redlné Cislo ; jakmile je zavedeme, budeme mit
definovanu exponencialni funkci pro vSechny komplexni hodnoty nezavis-
le proménné.

Funkce e je funkce, ktera kazdému redlnému x pfirazuje néjaké
komplexni Cislo. Mame tedy

e =f(x)+4g(x)i, D

kde f(x) a g(x) jsou redlné funkce realné proménné. Nyni si uvédomime,
ze derivace funkce e definovana pro rediné x a s redlnou konstantnou a
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je rovna ae” . Pfirozené bychom tedy chtéli, aby derivace funkce e* byla
rovna e*i. Tedy by mélo platit

e“i=f'(x)+g'(x)i.
Dosadime-li za e z (1), dostavime
(f&x)+g@x))i=f'(x)+g'(x)i
&l
—g(x)+f(x)i=f(x)+g’'(x)i.

Tato rovnost nastane tehdy, rovnaji-li se sobé realné slozky obou stran
a rovnaji-li se sobé€ i slozky imaginarni. Tedy

f(x)=~g(x),
g'(x)=f(x).

Derivovanim obou stran druhé rovnice dostavame
g’ x)=f(x).

Miazeme tedy do prvni rovnice dosadit za f'(x) vyraz g"(x) a dostaneme
g"(x)= —g(x).

Tuto diferencialni rovnici umime fesit. (Lze namitnout, Ze k jejimu feSeni
dojdeme praveé pres komplexni €isla a pres exponencidlni funkci komplex-
ni proménné. My vSak nepotfebujeme predstirat, Ze tyto véci nezname;
neukazujeme zde, jak se pfiSlo na exponencidlni funkci komplexni
proménné, ale ukazujeme pouze, Ze se nemohla zavést nijak jinak.) Jeji
reSeni je
g(x)=C,cos x+C,sin x,
kde C, a G, jsou libovolné konstanty. Potom
flx)=C.cosx —C,sin x.
Samoziejmé pro x =0 by mélo byt e* =1 a tedy mame
f(0)=1,
9(0)=0.
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Z téchto podminek dostavame C,=0, C,=1 a tedy mame
e’ =cosx+isin x.

Vidime, zZe skutecné by exponencidlni funkci komplexni proménné nebylo
mozno definovat jinak, pokud na ni klademe vySe uvedené pozadavky,
které jsou zcela pfirozené.

Mame tedy zavedena komplexni €isla a mezi nimi mdme i odmocninu
z minus jedné. Snadno piijdeme na to, Ze potom ke kazdému zdpornému
Cislu najdeme komplexni ¢islo, jehoZz druhd mocnina se rovna danému
¢islu. To by nebylo jeSt€ nic svétoborného; dilezité vSak je to. ze
v mnoziné komplexnich Cisel najdeme odmocninu nejen z kazdého
realného cisla, ale i z kazdého cisla komplexniho. A nejen druhou
odmocninu, ale n-tou odmocninu pro kazdé pfirozené n. A co vice, plati
takzvana zakladni véta algebry, ktera tvrdi, Ze kazda algebraickd rovnice
ma v komplexnim oboru alespon jeden kofen. Z ni potom plyne, ze kazda
algebraickd rovnice stupné n ma pravé n komplexnich kofenu (pocita-
me-li je ovSem s jejich nasobnosti). Komplexni ¢isla maji tedy nesmirny
vyznam pro rozvoj teorie algebraickych rovnic, bez niZ bychom si mate-
matiku nedovedli predstavit. S tim souvisi i jejich vyznam v teorii
diferencialnich rovnic.

V elektrotechnice, termodynamice a hydrodynamice se €asto pouziva
pojmu komplexniho potencidlu, ktery samoziejmé také souvisi s Cislem i.
Tedy pro ty, ktefi ani ted jest€ nejsou pfesvédceni o uzitecnosti komplex-
nich Cisel, lze uvést ryze pragmaticky argument. To Ze miZzeme uzivat
takovych vymozenosti civilizace jako elektrického osvétleni, ustfedniho
topeni a vodovodu, ndm snad stoji za to, abychom se smifili s tim, ze
matematikové zavedli jakési nepochopitelné i.
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