MATEMATICKE OBZORY 10/1976

MATEMATICKE MI;TODY PRI TRIEDENI{
HUDOBNYCH USEKOV

IGOR BALLO

Ako v kazdej vednej discipline, spojenej s rozsiahlym faktografickym materia-
lom, tak aj v muzikoldgii, je velmi dolezita otazka triedenia, porovndvania,
pripadne katalogizovania hudobnych skladieb. Ako inde, tak aj tu, len roztriede-
nim do skupin podla vhodne definovanej podobnosti mozno vytvorit systém,
podla ktorého by sme sa mohli vo faktografickom materidli lepSie vyznat,
orientovat a vytvorit tak podmienky pre odhalenie niektorych hlbsich pribuznosti.

Pre zistovanie podobnosti a orientdciu v skimanych hudobnych materialoch, nie
je vzdy potrebné a aj mozné, v prvom Stadiu skumat celi skladbu. Podla
doterajSich skusenosti ako zdklad pre vyskum sa vyberd hudobna téma alebo Casti
mensich skladobnych tdtvarov, priCom za najdolezitejSie informdcie sa povazuje
melddia a rytmus. Tymto vyberom vznika tzv. hudobny usek, ktory definujeme
ako jednohlasny melodickorytmicky priebeh, zapisany notovym pismom. Doélezita
ilohu ma ohrani¢enie dizky hudobného tseku, ktora uréuje vyznam a zmysel
z hladiska skimania podobnosti. Inymi slovami moze to byt t¢éma, motiv, v fudovej
piesni melodicky riadok a pod.

Pri posudzovani podobnosti hudobnych tsekov zacala sa pocitovat potreba
obmedzit subjektivny prvok a zaviest podla moznosti matematicky formulovanu
mieru podobnosti. V tomto smere bolo uz viac pokusov, ktoré vSetky vychadzali
z vhodne zavedenej definicie vzdialenosti dvoch prvkov siboru hudobnych
usekov. :

Zikladnym pojmom pri definovani tejto vzdialenosti, ktory treba zaviest, je tzv.
¢asova funkcia. Ide o vhodné matematické zobrazenie hudobnych usekov, najcas-
tejSie v podobe funk¢nej zavislosti vySky noty (t6nu) od jej trvania. Dostaneme
tak po castiach konStantnu funkciu, graficky znazornenu napr. na obr. 1, kde sme
vhodne zvolili mierku pre nezdvisle premennu (¢as) aj pre vySku (zavisle

premennu).
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Definovat vzdialenost dvoch takychto ¢asovych funkcii a tym aj mieru podob-
nosti dvoch prvkov zo siboru hudobnych usekov, mozno roéznym sposobom.
Mozno ju napr. definovat [1] koeficientom podobnosti S, dvoch ¢asovych funkcii

L . j=12, ...n)
s,=1-g5\ [ =10 M

Z rovnosti (1) je zrejmé, Ze skor ako vypocitame S, musime pretransformovat
¢as pomocou vhodnej mierky obidvoch ¢asovych funkcii tak, aby boli definované
pre t € (0, T). Aby rovnost (1) bola bezrozmernd, treba do nej zaviest este
normalizaény faktor F, ktory napr. mozeme zvolit ako max |f,(t) —f,(¢)|, alebo
max (max f;, max f;) —min (min f;, minf;). Takto zavedeny koeficient bude
z intervalu (0, 1) a pre identitné ¢asové funkcie sa bude rovnat jednej (100 %
podobnost = identita).

Takyto sposob kvantitativneho hodnotenia podobnosti je velmi ]ednoduchy
a nazorny. Prakticky sa vSak da pouzit len pri spraciivani mensich suborov
hudobnych dsekov, pretoze pocet koeficientov podobnosti sa rovna n(n —1)/2 a
s po¢tom ¢lenov siiboru n velmi rychlo narasta. Ako sa lahko mozZeme presvedgit,
pre celkom redlne sibory by sme dostali taky velky pocet tychto koeficientov, Ze
ani pomocou modernej vypoctovej techniky by sme ich neboli schopni v redlnom
Case vSetky vypocitat. Okrem toho ich velky pocet ich znova robi pre nas
bezcennymi, pretoze sa v nich nebudeme maoct orientovat. Konkrétnu situdciu
ilustruje tab. 1.

Tabulka 1
i Pocet Cas, potrebny na vy¢islenie vietkych koeficientov
Pocet i ! S > ;
koeficientov podobnosti, ak vy€islenie jedného trva:
prvkov .
s podobnosti
- L 1s 0.1s 0.01s
10° 4950 1 h 22,5 min 8,25 min 495s
10° 499 500 138 h 45 min 13 h 52,5 min 1 h 23,25 min
10°* 49 995 000 13 887 h 30 min 1 388 h 45 min 138 h 52,5 min
10° 4999 950 000 1388875h 138887 h30 min 13 888 h 52,5 min

Z tejto tabulky vidiet, Ze realny stibor so 100 000 ¢lenmi by sme pri najvyssej
uvazovanej rychlosti vyhadnocovali takmer dva roky. Vyplyva to zo skutocnosti,
ze pri vyhodnocovani sme pouzili stratégiu porovnavania kazdy s kazdym. Aby
sme Cas potrebny na spracovanie takychto siborov, skratili na redlne uskutocnitel-
ni hodnotu, musime zmenit prave zakladnu stratégiu. Musime pouzit metddu,
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ktord kazdy prvok siboru spracuje samostatne a podla tohto jedného spracovania
ho zaradi do niektorej z tried podobnych hudobnych tsekov. V tomto pripade
spracovanie celého siboru vyzaduje len n zdkladnych vypoétov. Ak by takyto
zdkladny pocet pre jeden prvok trval napr. 10 sekind, potom spracovanie suboru
so 100 000 prvkami by trvalo asi 278 hodin, ¢o je necelych 12 dni. Touto
metddou, ktord nazveme globdlnou, mozeme cely subor rozdelit do viacerych
tried, kazdi s mensim poctom prvkov. V ramci tychto tried moZzeme pouzit skor
spominani metddu, pracujicu stratégiou kazdy s kazdym, ktori nazveme lokal-
nou metédou.

Globdlnu metédu moézeme zalozit napr. na znamom principe rozkladu na
zakladné elementy. Tento princip sa v prirodnych a technickych vedach uz ¢asto
velmi dobre osved¢il a zacina s uspechom prenikat aj do spolocenskych vied.
V optike to bol napr. princip rozkladu svetla pomocou troch zikladnych farieb,
ktorym sa ziskala moznost kvantitativne charakterizovat farebné odtiene. Podob-
ne v matematike rozvoj funkcii pomocou réznych nezavislych sustav, tzv. sirad-
nych alebo bazovych funkcii, mézeme chapat ako takyto princip rozkladu na
zakladné elementy.

Pri globalnom triedeni hudobnych isekov sme pouzili prave tento princip. Podla
neho sme prislusni “¢asovii funkciu f(¢) rozvinuli do radu

f(0= 2 [ag )+ B (O] +R,(0) (2)
kde @,, ¥, st nezavislé funkcie, definované pre ¢ € (0, T). Ak zvySok R, je
v istom zmysle dostato¢ne maly, potom funkciu f, pri vopred zadanych funkcidach
@, Y«, mozno charakterizovat Ciselnymi koeficientmi a,, B,. Udavaju akysi
obsah jednotlivych zdkladnych siradnych funkcii ¢, , y, v ¢asovej funkcii f. Da sa
ukazat — a v dalSom to ukdZeme len na priklade — Ze pre dve casové funkcie,
v istom zmysle slova blizke, sa Ciselne najvacSie z koeficientov a,, B, pri obidvoch
funkciach len malo liSia. Je zrejmé, ze podla tejto vlastnosti méZzeme uz vykonat
triedenie Casovych funkcii, a tym aj hudobnych usekov.

Pre aspesné pouzitie tohto spdsobu triedenia sme predpokladali malost zvysku
R, . Dosiahneme ju, ak pouZijeme sustavu suradnych funkcii @, , ¥, , pomocou
ktorej pri pevnhom n budeme moct v istom zmysle slova najlepSie aproximovat
casovu funkciu f. Pretoze ¢asové funkcie su vzdy po castiach konstantné, zvolime
aj @, Y, ako takéto funkcie. Skonstruujeme ich ako linedrne kombinacie funkcii

7i(0 = sgn [cos 2] (Ga)

27!11]

Y, (t)=sgn [sin . (3b)
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@o(t)=1;5 u(t)=0 (3c)
I=12 . 1e (0. T)
~Suradnice funkcie @, (¢), ¥, (t) potom budu:

. P (t)=12 (cui +dyy;) (42)
Y (t)= ;\ (ew@: +fur)) (4b)

s pridavnou poziadavkou ich vzdjomnej ortonormovanosti. Znamena to, Ze pre ne
vyzadujeme platnost vztahov

[[awama=i 2k (5)
[ w0 woa=o (5b)
[ moawa-o : (50)
[[wowoa= Ik (54)

k=01 2. . _1-012 ..k

Takto sustava (5) tvori 4(k + 1) rovnic pre 4(k + 1) neznamych koeficientov ¢, ,
dy, e, fu, vystupujicich v rovniciach (4). Na jej zdklade mozeme dalej
jednoducho vyratat ciselné koeficienty a, , B, , ktoré budu:

[T a0 (62)

- [0 v a (6b)

Pre ilustraciu uvedme jednoduchy priklad pouzitia tejto globdlnej metody,
ktora v pracovnych materidloch nazyvame metddou FIS. Grafické znazornenie
dvoch jednoduchych ¢asovych funkcii s prisluSnymi koeficientmi a, , f, (pre k =0,
1, 2, 3) je na obr. 2. Pri jednotlivych konStantnych usekoch obidvoch funkcii su
pre nazornost pripisané zodpovedajuce vysky not.

Z tohto obrazku a prislusnych koeficientov je zrejmé, ze obidve €asové funkcie
st charakteristické tym, zZe sa pri nich relativne najvacsie koeficienty a,, 3, a Ze st
navzajom blizke. Koeficient , ma zrejme len mensi vyznam, kym ostatné
koeficienty su pre charakterizovanie blizkosti obidvoch funkcii, t. j. podobnosti
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prislusnych hudobnych usekov, bezvyznamné. PodIa tychto zasad by sme mohli
k tymto dvom ¢&asovym funkcidm priradit aj dalSie, a tym vytvorit triedu,
charakterizovani velkymi koeficientmi a,, f,, mensim koeficientom 8, a malo
vyznamnymi ostatnymi koeficientmi. Prirodzene, ze pri konkrétnej realizdcii by
sme hranice triedy museli presne definovat.
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Obr. 2.

Tieto vSeobecné uvahy nasli uz aj praktické uplatnenie. V spolupraci s hudob-
nym oddelenim Slovenského narodného muzea v Bratislave s niektorymi pracov-
nikmi Ustavu mechaniky strojov SAV sa vypracovali viaceré programy pre
¢islicovy pocitac¢ GIER (programovaci jazyk GIER Algol 4), ktoré zabezpecuju :

Program EIS: vstup udajov o hudobnom useku do pocitata pomocou osobitné-
ho alfanumerického kédu (M-ALMA-72%*), kontrola syntaktickych pravidiel
notového pisma, vypocet a vytlacenie normalizovanej ¢asovej funkcie.

Program FIS: z vypoéitanej ¢asovej funkcie vypocita koeficienty a, , f, . Dalej
ich roztriedi podla Specidlneho algoritmu, ktory sme tu neopisali.

Program DIS: vychddza tiez z casovych funkcii, pre ktoré pocita koeficient
podobnosti S, [1].

VSsetky tieto programy zostavil a odladil Ing. R. Chmirny, CSc. Pomocou nich

* Je to programovaci jazyk, blizky notovému pismu,podobne ako jazyk ALGOL 60 blizky
matematickému zapisu vyrazov.
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v Slovenskom narodnom mizeu (dr. L. Ballovd) spracovali viaceré stubory
hudobnych usekov. Na tychto testovacich siboroch sa skiima miera citlivosti
a ucinnosti zvolenych matematickych metod predovsetkym z hudobného hladiska.
Dosiahnuté vysledky, hoci zodpovedaju zakladnym predpokladom a poziadav-
kam, predsa treba pokladat za predbezné. Dovod je v tom, Ze pre ispeSné pouZitie
globdlnej metédy FIS, treba stanovit hranice jednotlivych tried tak, aby sa do
jednej triedy zaradili hudobné tuseky, ktoré su aj z hudobnej stranky podobné.
Tento problém je pomerne zlozity a jeho riesenie zdvisi od charakteru spracivané-
ho (triedeného) hudobného materidlu. Tu bude pravdepodobne treba pri dalSom
rozvijani uvedenych matematickych metod sustredit hlavni pozornost.
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Dodatok

PAVOL BRUNOVSKY

Rozklad (2) ma jednoduché geometrické zdovodnenie, ktoré je bezné tym, ktori
sa stretli s Fourierovymi radmi a eSte beZnejSie tym, ktori volaco vedia
z funkciondlnej analyzy.

Za priestor hudobnych usekov » vezmeme mnozinu po Ciastkach konsStantnych
funkcii na intervale (0, T). Je to linearny priestor, o znamena, Ze spolu s dvoma
funkciami obsahuje aj ich Tubovolni linearnu kombinaciu. V tomto priestore
zavedieme skaldrny sucin predpisom

f.q >¥f(’rf(t) Lg(0) dr )

pomocou ktorého definujeme vzdialenost dvoch funkcii podobne ako vzdialenost
bodov v euklidovskom priestore

o= G-g.f-0)"=[ [ ¢0-g@ya]”

(koeficient podobnosti, definovany v (1), sa potom rovna S, =(FT) 'o(f., f,).
Mozno dokazat, ze takto definovana vzdialenost ma vlastnosti, ktoré od vzdiale-

nosti obvykle vyzadujeme: (o(f, 9)=0, o(f,g)=0<f=g, o(f.9)=0(g9.f) a
o(f.g)+o(g, h)Zo(f, h) — trojuholnikovd nerovnost).
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Oznaéme x, linedrny obal funkcii ¢;, x;,j=1, ..., n, ¢o je najmensia mnoZina,
uzavreta vzhladom na linedrne operdcie, obsahujiica Q.. [=1,..., n(gcomel
ricky je to 2n-rozmerna rovina, obsahujica vektory ¢;, ;). Vektory @/, y;,
1=1, ..., n tvoria bazu linearneho priestoru x, , t. j. si linedarne nezavislé a kazdy
prvok z x, sa d4 jedinym sposobom vyjadrif ako linedrna kombinacia ¢, y;,j =1,
..., n. Prechod od systému hviezdickovanych funkcii k nehviezdickovanym
predstavuje zamenu bdzy bazou, ktorej prvky maja dizku (to je vzdialenost od
nulového prvku) 1 a si navzajom ortogonalne v zmysle skaldrneho sucinu (7) (to
je obsahom podmienok (5)). -

Ak vyjadrime f podla (2), kde ¢, , B, si definované vztahmi (6), potom

fo= i [o @i + Bap]

k=0
je projekcia f do priestoru x, , to znamena taky bod z x, , ktory je najblizSie bodu f.

Skutoéne, ak g = [v.@: +6,y:] je Tubovolny prvok z x, , plati:
k

olf.g’=(-g.f-a)=(.)-2{(.9)+(g.9) =
= <f,f>—2<f* 2 (Yk‘pk+6ka)>+

+§ V@i + 0, V@ + O, 9) =
= (fvf)"z; 7 <f’¢k>+6k (fv Wk”"—

—2 [ (@, <P,) + 1:6; ((Pk > w,> +
k- j i

+Yiék ((P,- Wk) +6k6i (W,‘- u’k)] .
Vzhladom na vztahy (5) z toho dostaneme:

e(f,g’=(.) =22 (na+8B)+2 (vi+o})=

=0 +§ (i — @) + (8 — B - 2 (@i +Bi).

Je zrejmé, ze o(f, g )’ nadobida minimum prave vtedy, ked v, =a,, 5, =5, . t. j.
ak g =fo.

Ak by sme teda napr. za kombinacie hudobnych usekov ¢;, ¥, povazovali
vietky hudobné useky, ktoré dostaneme linedarnou kombindciou dsekov ¢;, y;,
bola by f, kombinacia usekov ¢;, ¥, najblizsia k f.
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