MATEMATICKE OBZORY 18/1982

GRUPY ROVINNYCH TRANSFORMACI I

JAN CIZMAR, Bratislava

Pre hodnost matice D(a) dostdvame nasledujice udaje.

3.a) Ak je a jednoduchy koren charakteristickej rovnice kolinedcie,
matica D(a) mé hodnost 2.

b) Ak je a dvojnasobny koreni charakteristickej rovnice kolinedcie,
matica D(a) ma hodnost 2 alebo 1.

c) Ak je a trojnasobny koreni charakteristickej rovnice kolineacie,
matica D(a) ma hodnost 2, 1 alebo 0.

V pripade b totiz plati S;(a)=0, Si(a)#0, t. . aspon jeden hlavny
subdeterminant stupnia 1 v matici D(a) sa nerovna nule a hlavné subdeter-
minanty 2. stupnia, resp. dalSie subdeterminanty 2. stupfia sa nemusia
rovnat nule. Z toho je zrejmé tvrdenie o hodnosti matice D(a).

Analogickou @ivahou sa zdovodiiuje tvrdenie c.

Ak je a koreni charakteristickej rovnice, ma sistava homogénnych
rovnic

(B—ally=0 (20)

s neznamymi yo, y1, > hodnost najviac 2, a preto existuje (aspoti jeden)
koreni (yo; y1; y2) tejto sistavy. Kazdy takyto koreii je reprezentantom
samodruzného bodu kolineécie.

Teda algoritmus hladania samodruznych bodov kolinedcie je
nasledujici:

1. Riesi sa charakteristicka rovnica kolineécie.

2. AKk a je koren charakteristickej rovnice, dosadi sa a za g do sistavy
(14'"), ¢im sa sustava stane sustavou (20) s netrividlnym koretfiom
(Vo5 y15 y2)-

3. Kazdy koren sistavy (20) je samodruznym bodom kolineécie.

Postup pri hfadani samodruznych priamok je s tymto postupom analo-
gicky. Rozdiel je v tvare sustavy rovnic pre nezname suradnice priamok :
treba vychadzat zo sustavy (15”).
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Existencia korefiov charakteristickej rovnice kolinedcie a ich nasobnost
zavisi od vlastnosti pola k. Ak je k algebraicky uzavreté pole charakteris-
tiky roznej od 2 a 3, vSetky korene rovnice si v k a sicet nasobnosti
vietkych korenov sa rovna 3, t.j. stupniu rovnice. V tomto ¢lanku sa
neskor urobi rozbor pripadov k=R (pole redlnych cisel) a k=C (pole
komplexnych cisel).

Zavislost vlastnosti kolineacie od korenov jej charakteristickej rovnice
opisuje nasledujica veta.

Veta §

a) Samodruzny bod (samodruzna priamka) kolinedcie nezavisi od
vyberu sistavy suradnic, ale len od korena charakteristickej rovnice.

b) Roznymi korenimi charakteristickej rovnice si uréené rozne samo-
druzné body (samodruzné priamky).

¢) Samodruzny bod a samodruzna priamka ur¢ené roznymi korenmi
charakteristickej rovnice navzajom inciduja.

d) Samodruzny bod a samodruzna priamka urc¢ené tym istym jednodu-
chym korenom charakteristickej rovnice navzajom neinciduju.

e) Ak je viacnasobnym korenom charakteristickej rovnice urceny
jediny samodruzny bod, a teda aj jedind samodruznd priamka, tieto
samodruzné prvky navzdjom incidujd.

Dokaz tychto tvrdeni modze Citatel ziskat dpravou dokazov v [3] na s.
52-—53 a 54—57.

Priklad 2. Samodruzné body a samodruzné priamky kolineacie.

Je dana kolineacia

x(’,=x0-|.—x1; xX1=8x0+3x;:; X3=Xo+x1+2x>.
Néjst samodruzné body a samodruzné priamky tejto kolinedcie.
Riesenie
1. Charakteristicka rovnica kolinedcie je
1 o 1 0
D(o)=| 8 3-0 9 | 2-p(p 0 3)=0
1 1 2-0
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Jej korene si: a1=2, o, =5, as= — 1. VSetky korene st jednoduché,
takZze hodnost matice D(a;) pre kazdé i=1, 2,3 sa rovna 2. Kazdym
korenom ¢; je teda urceny jediny samodruzny bod a jedina samodruzna
priamka.

2. Suradnice samodruzného bodu uréeného korenom a; =2 su uréené
rovnicami

~Yoty=0
8yo+y:1=0
y0+y1=0

Vsetky netrividlne korene (0; 0; A), A#0, tejto sustavy su reprezen-
tantmi jediného bodu O,.
Stradnice samodruznej priamky su urc¢ené sustavou

—u0+8u1+uz=0
uo+u,+u2=0

Korene tejto sustavy tvoria triedu [7; 2;—9].

Ostatné samodruzné body a samodruzné priamky sa dostani obdobne
pomocou korefiov a,, as. Pre a, je to bod [3; 12; 5] a priamka [2; 1; 0],
pre as bod [3;—6; 1] a priamka [—4; 1; 0]. '

3. Klasiﬁkécia kolineacii
3.1 Klasifikacia kolinedcii

Pod klasifikaciou kolinedcii sa rozumie stanovenie vSetkych navzdjom
odlisnych typov kolineécii, ktorych rovnice nemozno transformovat na
rovnice ktoréhokolvek iného pomocou nijakej zmeny sustavy siradnic.
Tieto typy su uréené po¢tom samodruznych prvkov a vztahmi incidencie
medzi prvkami. Tieto vlastnosti kolinedcie zavisia v prvom rade od
rieSitelnosti charakteristickej rovnice a nasobnosti jej korenov, a teda
v kone¢nom dosledku od vlastnosti zdkladného pola k. Ak je pole k
algebraicky uzavreté, pocet korenov charakteristickej rovnice s prihliad-
nutim na ndsobnost je vzdy prave tri. NajdolezitejSie vztahy incidencie
zavislé od nasobnosti korenov charakteristickej rovnice kolineacie opisuje
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veta 5. Tieto vztahy vSak nie su zavislé€ len od nasobnosti korena a, ale aj
od hodnosti matice D(a). Pretoze korene charakteristickej rovnice
i samodruzné body a samodruzné priamky s nezavislé od volby sistavy
siradnic (veta 5), je mozné vybrat sistavu siiradnic tak, aby vyjadrenie
kolinedcie v tejto sistave siradnic bolo ¢o najjednoduchsie. Takéto
vyjadrenia typov kolineécii sa nazyvaji normdlne tvary typov koline4cii.
Podkladom upravy rovnic kolinedcie na normalny tvar je nasledujica
lema.

Lema 1

a) Ak je vrchol 0i(i€{0, 1, 2}) sistavy suradnic samodruZznym bodom
kolineacie (5) uréenym korefiom a charakteristickej rovnice, plati pre
prvky matice B =[b;] kolineacie: b;=0 pre j=0, 1,2, j¥i; bi=a.

b) Ak je os 0:(i€{0, 1, 2}) sustavy siradnic samodruznou priamkou
kolineacie (5) urcenou korefiom a charakteristickej rovnice, plati pre
prvky matice B = [b;] kolineacie: b; =0 pre kazdé j=0, 1, 2, j¥i; bi.=a.

Doékaz vyplyva napr. pre bod O, zo siistavy rovnic (20) platiacich pre
suradnice jeho reprezentantov (a; 0;0) a (1; 0; 0) a napr. pre priamku o0,
zo sustavy rovnic (15') platiacich pre siiradnice jej reprezentantov (a; 0;
0)a(l;0;0).

3.2. Kilasifikdcia kolinedcif projektivnej roviny
nad polom komplexnych cisel

Vsetky koeficienty charakteristickej rovnice si komplexné Cisla. Pole
komplexnych ¢isel je algebraicky uzavreté, preto vSetky korene rovnice si
komplexné éisla. '

PodIa po¢tu a nasobnosti korefiov a; charakteristickej rovnice a hod-
nosti matice D(a;) nastavaji tieto pripady:

I. VSetky tri korene ao, @i, a. charakteristickej rovnice si po
dvojiciach navzdjom rozne.
II. Koreni a: je jednoduchy, koreii ;= as dvojnasobny.
1. Matica D(a@.) ma hodnost 2.
2. Matica D(a,) ma hodnost 1.
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III. Koren a;= o, = a3 je trojnasobny.
1. Matica D(a@;) ma hodnost 2.
2. Matica D(a;) ma hodnost 1.
3. Matica D(a;) ma hodnost 0.
Nijdeme normadlne tvary kolinedcie ur¢ené tymito pripadmi.
I. Samodruzné body uréené korerimi a;(i =0, 1, 2) si zvolime za vrcho-
ly O; sistavy siradnic (obr. 1). Podla lemy 1 ma kolineécia vyjadrenie

0" (ﬂ1)

Joplag)  ayley) X
Obr. 1
xi=ax;, i=0,1,2. (21)

II. 1. Jediny samodruzny bod, resp. jedinti samodruzni priamku, ktoré
sii uréené jednoduchym koretiom a;, a teda neincidujq, si zvolme za O,
resp. 0., jediny samodruzny bod, resp. jedini samodruzni priamku,
uréené dvojnasobnym koreniom e, si podla vety 5 mozeme zvolit za O,
resp. oo (obr. 2). Kolineicia mé tvar

02(“1)

% ‘“2)

/0, (ocy) LACH
Obr. 2
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X(’)= a2 X0
X1=bioxo+ a2x (22)
X3= aix.

Pretoze matica D(a;) ma hodnost 2, musi byt b, #0.

2. Samodruzny bod, resp. samodruzni priamku, ktoré su ur¢ené jedno-
duchym korefiom a;, si zvolime za vrchol O, resp. os 0. ststavy sdradnic.
Mnozina vSetkych samodruznych bodov zodpovedajicich dvojnasobnému
korefiu a; je priamka o, a mnozina vSetkych samodruznych priamok
urenych tymto korefiom je zvidzok priamok so stredom O.. Kolineacia
ma tvar

X0 = A2Xo
x| = X, (23)
X:— a X2

Nesamodruzny bod [y]=[yo;yi;y:] a jeho obraz [y']=
=[azy0; a2y1; a1y2] inciduju s priamkou

YiXo— yox1 =0,

ktora prechddza bodom O., a teda je samodruzna (obr. 3).

Tento typ kolineacie sa nazyva homologia, bod O, sa nazyva stred
homologie, priamka o, — os homoldgie. (Dalsie pouzivané nazvy pre
tento typ kolinedacie su perspektivna kolineacia, stredova kolineacia alebo
osova kolineacia.)
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III. 1. Jediny samodruzny bod uréeny korefiom a; si zvolime za vrchol
O; sustavy suradnic, jedini samodruZni priamku, ktord s O, inciduje, si
zvolime za os 0o. Bod Oy(Osé 0,) nech ma obraz Q a prieseénik O,QN oo
si zvolme za O,. Kolineadcia m4 tvar

X(’)= a1 Xo
x1=bioxo+ ax, (24)
Xé-_—‘ b21X| + a1 Xx>.

PretoZe hodnost matice D(a) sa rovna 2, je bio#0, by #0.

2. Mnozina vietkych samodruznych bodov je priamka — zvolme si ju
za 01, mnozina vietkych samodruznych priamok tvori zviizok so stredom
na priamke o;; tento bod nech je O,. Koline4cia ma tvar

X0= 01 Xo
x; = a1 X (25)
x3= baxi + aix,.

PretoZe hodnost matice D(a:) sa rovna 1, je b, #0.
Podobne ako v pripade IL.2 pre nesamodruzny bod [y] a jeho obraz [y']
priamka [y] [y'] inciduje s bodom O,, a teda je samodruzna (obr. 4).

0,{ex,) Ogleey) o lexy)

Obr. 4

Tento typ kolinedcie sa nazyva eldcia; bod O, sa nazyva stred eldcie,
priamka o, — os eldcie.

3. Hodnost matice D(a:) sa rovna 0, vSetky koeficienty sdstavy rovnic
(20) sa rovnaji nule, kazdy bod roviny je v koline4cii samodruzny,
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kolinedcia je identické zobrazenie, ktorého normadlny tvar je
r=x, i=0.12. (26)

Jedinym typom neidentickej involutérnej kolineécie, t. j. kolineacie @,
pre ktori ¢°= @o@ je identické zobrazenie, je kolinedcia

Xo=Xo, X1=X1, X2= —X; (27)

To je tzv. harmonickda homoldgia.
Cvicenie

7. Dokazat: Pre kazdy bod [y] projektivnej roviny, ktory nie je
samodruzny v harmonickej homolégii, je Stvorica bodov v poradi — stred
homoldgie, prieseénik osi homoldgie s priamkou [y] [y’], bod [y] a jeho
obraz [y’] v harmonickej homol6gii — harmonicka.

3.3 Klasifikdcia kolinedcii projektivnej roviny nad polom
redlnych cisel

Kolinedciami roviny P?(R) si vietky transformécie tvaru (5), pri
ktorych aspoii v jednej matici ¢B vSetky prvky b; (i, j=0, 1, 2) st redlne
&isla. Zrejme plati: P2(R)c P’(C) a PGL (2; R)c PGL (2;C).

Rozsirenie roviny P>(R) na rovinu P?(C) pri si¢asnom ponechani grupy
PGL(2; R) ako zdkladnej grupy operujicej na priestore je tzv. komplexi-
fikdcia roviny P’(R). Zmyslom komplexifikcie je zarucif geometricki
interpretaciu takych algebraickych postupov, vo vysledkoch ktorych sa
objavuji ako siradnice bodov, resp. priamok imagindrne ¢isla. VyuZitie
komplexifikacie sa ukaze pri klasifikacii kolineacii v P*(R).

Jediny novy typ kolinedcie v P*(R), ktory sa nevyskytuje v P*(C), je
uréeny nasledujicim pripadom korefiov charakteristickej rovnice.

1.2. Korefi a; je redlne éislo, korene @, a; si navzdjom zdruZené
imaginéarne Cisla ([4], veta 41.1, s. 367).

Samodruzny bod a samodruzna priamka uréené realnym korefiom a; si
redlne; nech je to o, resp. 0o. Samodruiné body zodpovedajiice
v komplexifikdcii roviny P?(R) korefiom a., as inciduji s osou oy,
samodruzné priamky urené korefimi a,, as v komplexifikdcii roviny
indiduja s O, (obr. 5).
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Obr. 5

Ked a;=a+bi, as=a=a—bi, kde a, beR, b#0, kolinedcia ma
normdlny tvar

Xo= a1Xo . _
xi=  ax+bx; (28)
x3= — bx; + ax;

4. Afinna grupa

Nech je v rovine P?(k) vybranid pevna priamka, napr. o, (rovnica
XO=0).

Definicia 4. Afinnou kolinedciou (afinnou transformdiciou) roviny
P?(k) vzhladom na priamku o, sa nazyva kazdéa kolineicia, v ktorej je
priamka o, samodruzna.

Pre takidto kolineiciu podla lemy 1 je vo vzfahoch (5) boi= b =0,
bow#0 a volbou bw=1 — ¢o je opravnené vzhladom na homogénnost
prvkov matice B — vyjadrenie afinnej kolinedcie nadobida tvar

X0= Xo

X1 =bioxo+ b11x1+ bi2x2 (29)
X3 = baoXo+ ba1x1+ bax,.

1 :0 0

B=|BI= blo bll b12 — le :iz |¢0
b b2 ba 21 D22
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Veta 6. Mnozina vietkych afinnych kolineécii roviny P?(k) vzhladom na
priamku o, tvori podgrupu projektivnej grupy roviny P*(k).

Doékaz. Staci ukazat, Ze matica sucinu dvoch afinnych kolineacii ma4 tvar
matice B zo vztahov (29) (t. j. v prvom riadku na prvom mieste je 1,
ostatné prvky v riadku si 0) a matica kolineacie inverznej ku kolinedcii
(29) ma takisto tvar matice z (29). Obe tvrdenia sa dokazuju priamym
vyjadrenim prvkov matic prislu$nych kolinedcii.

Podmnozina P’(k)— co= Aj(k) je bijektivna s afinnou rovinou A*(k) -
([1]) a jej zobrazenie afinnou kolineaciou (29) v nehomogénnych stiradni-

: X X2 .
ciach x=x—1 , y=="m4 tvar

0 Xo
x'=bux+buy+bo by bi
0. g
y' =bux+bny+bo, |ba bx : ook

Afinna rovina Aj(k) doplnené priamkou oo, ktoré sa nazyva neviastnou
priamkou roviny P?(k) vzhladom na Aj( k), sa nazyva rozsirenou afinnou

rovinou a je modelom projektivnej roviny P*(k); oznacuje sa Ag(k).
Body roviny Aj(k) sa nazyvaji viastnymi, body priamky oo nevlastnymi

bodmi roziirenej afinnej roviny Aj(k). Nevlastné body sa oznaluju
znakom o vlavo dolu od oznacenia bodu, napr. A, ~B atd. Afinné
transformécie (29’) si pre rovinu Aj(k) charakteristické a mozno ich
chépat ako ziZzenia zobrazeni (29) na rovinu Aj(k). V takom chapani sa
nazyvaji afinnymi transformdciami (afinitami) afinnej roviny Aj(k)
a grupa, ktoru tvoria, sa nazyva afinnou grupou afinnej roviny nad polom
k. V takomto ponimani afinnad grupa uZ nie je podgrupou projektivnej
grupy, ale je len izomorfnad s kazdou grupou afinnych kolineacii roviny
P*(k) vzhladom na Tubovolnd priamku /e P>(k). Preto je uéelnejie a aj
pre iné metodické a vypoctové dovody vhodnejSie chdpat afinni grupu
ako grupu afinnych koline4cii roviny P?(k) vzhladom na vybrani pevni
priamku.

Poznamka 1. Ak T(t; t:), U(ui; u2), V(v1; v2) st tri po dvojiciach
navzdjom rozne vlastné body priamky p s vhodnym pevnym parametric-
L .

1

U=
t’ ul’

kym vyjadrenim jej sustavy bodov a tu,v:#0, podiely t=
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v =%3 sa nazyvajui nehomogénne siuradnice (parametre) bodov T, U, V
1
na priamke p. Podiel

vt
v—u

(tuv) =

sa nazyva podielovy pomer usporiadanej trojice bodov T, U, V na
priamke v afinnej rovine ; oznacuje sa (TUYV).

Poznamka 2. Dve priamky rozSirenej afinnej roviny so spoloénym
nevlastnym bodom sa nazyvaji rovnobeZzné priamky afinnej roviny.

Dolezita vlastnost afinnej roviny vyjadruje nasledujica veta.

Veta 7. Podielovy pomer a rovnobeznost priamok su invarianty afinnej
roviny vzhladom na afinnd grupu.

CviCenia

8. Nech P je nevlastny bod rozsirenej priamky p v rozSireni afinnej
roviny. Dokazat platnost rovnosti (TUV) =(TUV..P).

9. Dokazat vetu 7.

Uplni klasifikaciu afinnych transformécii mozno ziskat $pecializovanim
vsetkych typov kolinedcii volbou samodruznej priamky kolineédcie za
nevlastni priamku.

5. Ekviformna grupa. Metricka grupa

1. V projektivnej rovine P?*(P) sa zvoli pevnd ststava stradnic.
V afinnej rovine A’*(C) = P*(C) — o0, sa definuje kolmost dvojic priamok.

Definicia 5. Priamky [u] =[uo; u1; u2), [v]=[vo; v1; v2] roviny A*(C)
sa nazyvaju navzdjom kolmé prave vtedy, ked

U v+ UL s =0) . (30)

Z priamkovych siradnic u;, u, priamky [u] je aspon jedna rozna od

nuly; nech je to napr. u,. Podiel k, = ——% sa nazve smernica priamky [u].
2
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Ak je definovana aj smernica k, = —% priamky [v], podmienka (30)
2
kolmosti priamok mé tvar
1+ kuk, =0. (309

Afinna rovina, v ktorej je definovana kolmost priamok, sa nazyva
rovina s ortogondlnou geometriou ([5]). Rozsirenou afinnou rovinou
s ortogondlnou geometriou sa nazyva rovina s ortogonalnou geometriou

doplnend nevlastnou priamkou; oznaime ju Aj(C). Pre nevlastni
priamku pojem kolmosti nema zmysel.

2. Pre kazdu priamku [u]=[uo; ui; us] roviny AJ(C) incidujicu
s bodom O plati uo=0.

Vsetky priamky zvizku so stredom O, mozZno parametricky vyjadrit
v tvare

(w)=hy(u) + hao(v), (hs; B)#(0,0), (31)
i
w;=h1ui+h2vi,i=l,2, (31,)

kde (u), (v) sa pevné reprezentanty dvoch pevnych priamok zvizku so
stredom Q.. [41; k2] je dvojica (homogénnych) parametrov priamky [w]
vzhladom na zdkladné priamky [u], [v].

Dvojpomer §tvorice priamok zvizku je pomocou parametrov definova-
ny obdobne ako dvojpomer Stvorice bodov na priamke.

Ak sa za zdkladné priamky zvolia 0,=[0;1;0] a 0.=[0;0; 1], je
priamka [u]=[0; u:; u.] uréend dvojicou parametrov [u:; u,).

3. Zobrazenie w vo zvizku priamok so stredom O, a zdkladnymi
priamkami 0, a o, definované priradenim [h;; h:]—>[h1; h;] podla
vztahov

h{ - hz, hé - hl (32)

pre kazda dvojicu parametrov [A;; h]
a) zobrazuje kazdi priamku [0; A:; h,] zvizku na kolmi priamku

[0;—h2; Ai];
b) je involutérne, t. j. wow =’ je identické zobrazenie vo zvizku.
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Zobrazenie w sa nazyva pravouhld involiicia vo zviazku priamok so
stredom v bode O, alebo skratene pravouhla involicia v bode O,.

S vynimkou priamky o; ma kazdd priamka zvizku so stredom Op

. h L . .. . 4
smernicu ¢ = —# . Pravouhla involicia v bode O je potom pre kazdu
2

priamku okrem priamky o, a jej obrazu o, vyjadrend vztahom

e (32')

t

(¢’ je smernica obrazu priarhky SO smernicou ?).

4. V pravouhlej involicii @ priamky o, a 0, nie si samodruzné, lebo
tvoria involutérnu dvojicu rdznych priamok. Smernice samodruznych
priamok su korene rovnice

1
]
£=-1, (331
t.j. t=i a t= —i. Samodruzné priamky involicie @ si teda priamky

[0;1;i] a[0;1; —i]; st to tzv. izotropické priamky v bode O.

Poznamka. Pravouhli involiciu a izotropické priamky mozZno umiestnit
do TubovoIného vlastného bodu roviny. Smernice priamok, vztah kolmosti
a smernice samodruznych priamok sa tym nezmenia.

5. Priese¢niky vSetkych involutdornych dvojic [wo; ui; w2], [uo; —
u;; u,] pravouhlej involicie v fTubovolnom vlastnom bode roviny s ne-
vlastnou priamkou o, tvoria involutérne dvojice bodov [0; — uz; ui],
[0; u:; us) tzv. absoliitnej invohicie roviny A%(C). Samodruzné body tejto
involdcie su prieseéniky [0; —i; 1] a [0; i; 1] izotropickych priamok
s nevlastnou priamkou. Body [0; —i; 1] a [0; i; 1] sa nazyvaji kruZnico-
vé body roviny.

6. Pre dvojpomer & involutérnej dvojice pravouhlej involicie so

smernicami ¢, —~ a izotropickych priamok plati
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1., )\ It i1
dftishpn) it oints g (39

Pre dvojpomer d Tubovolnej dvojice priamok zvizku so smernicami k,
k' a izotropickych priamok plati

kE — ik~ K)+1

Pl D b

(35)

(Dvojpomer vyjadreny pomocou nehomogénnych siradnic (paramet-
rov) sa ziska podIa definicie 2 (vyraz (9)) prechodom od homogénnych
suradnic k nehomogénnym.)

Podla vety analogickej k vete 2 je dvojpomer §tvorice priamok zvizku
projektivny invariant.

7. Velkost uhla dvoch vlastnych priamok so smernicami k, k' sa
definuje takto: ’

¢p=% ilogd. (36)

Poznamka 1. Z projektivnej invariantnosti dvojpomeru 4 vyplyva
projektivna invariantnost velkosti uhla @, samozrejme, odhliadnuc od
znamej mnohoznacnosti funkcie log d ([6], s. 184—185).

Pozndmka 2. Pre navzdjom kolmé priamky je d= —1 a zdkladna
velkost uhla tychto priamok je <p=g.

Poznamka 3. Pre priamky, ktoré nie si navzajom kolmé, z (35) a (36)
vyplyva

d=e_2,-q,=£‘j=cos <p¥-i.sin p_l-itgp
e’ cos@p+ising l+i.tge

e B E
k=i —k)+1 Tk
T kk'+i(k'—k)+1 . K=k’

1+l'1+kk'
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odkial

k'—k
Be=1rie 87

Vztah (37) znamy z analytickej geometrie euklidovskej roviny pouka-
zuje na dovod zavedenia projektivnej definicie uhla vztahom (36).

8. Definicia 6. Ekviformnou (podobnostnou) transformaciou rozsire-
nej afinnej roviny s ortogonalnou geometriou A%(C) sa nazyva kazda
afinnad transformdcia tejto roviny zobrazujuca kazdi dvojicu vlastnych
priamok zvierajucich uhol velkosti ¢ do dvojice priamok zvierajiicich
uhol velkosti * ¢.

Veta 8. Ekviformnymi transformaciami roviny A2(C) si prave vietky
afinné transformacie, v ktorych je invariantnd dvojica kruznicovych
bodov.

Dékaz. Nech afinna transformacia (29') je ekviformnou transforma-
ciou. (Staci brat do dvahy afinnd rovinu, pretoZe nevlastnej priamky sa
pojem uhla netyka.)

Osi 01=x=[0;1;0] a 0.=y=[0;0; 1] sistavy siiradnic si navzdjom
kolmé. LubovolIna dvojica p’, ¢’ priamok prechadzajicich bodom O, = O
roznych od x s priamkovymi suradnicami p’'=[0; —k;1] a ¢q'=
=[0= —k’; 1], t. j. dvojica priamok s rovnicami

y=kx,y=k'x (38)

zviera uhol, pre ktorého velkost ¢ (predbeine nech (p#g) podla (37)

plati

oo Ek
e EETT

Vzory p, q priamok p’, q' v transformacii (29') si priamky s rovnicami
(b21— kbi)x + (b2a — kb12)y + (b2o— kbi1o) =0
(b21 — k'b11)x + (b2 — k' br2)y + (b20— k' b10) =0 39)
Pre velkost ¢ uhla priamok p, g podla (37) plati
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s (k' = k) (b11bz2 — bizba)
BVl (b7 + b5) — (k+ k') (buiba + brzbz) + (b + bl)

Pre zdkladné velkosti uhlov plati = + @ prave vtedy, ked tg y=
= *tg @, ¢o podla (37) a (40) po tprave ddva

-+ (biibaa— biaba) (1+ kk') — (b3, + b1:) kk' +
+(b11b21+b12b22) (k+ k')—(b§1+b§2)=0 (41)

(40)

Rovnica (41) je splnend identicky, ¢o je ekvivalentné so siistavou
podmienok '

b?x ~+ b’fzi b11by * bi2by =0
b3+ b3 F bubn £ binb, =0 (42)
b11ba21 + b12b2, = 0.

Z poslednej podmienky vyplyva

b2 = 0b11, b1 = — pb12 (43)
s 0#0; to dosadené do prvych dvoch podmienok dava
(b} +b%) (1F0)=0, o(1F o) (b} +b3)=0. (44)

Lahko sa ukaze, ze b}, + b}, +#0; v opaénom pripade by sa anuloval
determinant transformécie (29'). Z toho dalej vyplyva b1 +i. b1, #0. Zo
(44) vyplyva p = *+ 1, odkial

byn==% bn, b= F b1z I (45)

Teda ekviformné si prave afinné transformécie vyjadrené v sustave
suradnic s navzajom kolmymi osami rovnicami

x'=bux+ by +bio
y'=Fbuxt buy+ b (46)

s vlastnosfou b3}, + b3, #0. Je zrejmé, Ze tieto transformdcie zachovavaji
aj pravy uhol.

Pomocou vyjadrenia transformacie (46) v siistave homogénnych stirad-
nic sa ako korene charakteristickej rovnice dostani hodnoty a:=1,
a:=by+i.b, as=by—i.b;;. Samodruznymi bodmi prislusnymi
k dvojici korefiov a., a@; si kruznicové body [0;1;i] a [0;1; —i].
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V transformécii (46), pre ktori koeficienty maji horné znamienka, je
kazdy z tychto bodov samodruzny ; ked platia dolné znamienka, kruznicové
body sa navzdjom vymienaji ako vzor a obraz. Prvy pripad je siihlasnd
podobnost, druhy pripad — nesiihlasna podobnost.

(42)—(45) vyjadruji nevyhnutné aj dostacujice podmienky pre ekvi-
formnost transformaécie.

Bezprostrednym vypoctom mozno overit, Ze transformécie tvaru (46)
tvoria grupu; je to tzv. ekviformnd grupa. Afinna rovina s ekviformnou
grupou transformécii sa nazyva ekviformnd rovina.'

9. V ekviformnej rovine mozno zaviest metriku.

V sistave suradnic s navzdjom kolmymi osami x, y nech Tubovolné
body P., P, maju siradnice [x;; y:], resp. [xz, y2].

Definicia 7. Vzdialenostou bodov P,, P, sa nazyva hodnota

d(P,, Py)= \/(xz — x1) (2 —x1)+(y2—y1) (y2—»1).

Pozndmka 1. Zo (47) je zrejmé, Ze d je nezaporné reélne Eislo.
Poznamka 2. Pre body s redlnymi siradnicami je

Cd=V{m-xy+ -y, @7)

¢o je v zhode so znamou definiciou vzdialenosti v euklidovskej rovine.

Definicia 8. Metrickou transformaciou (izometrickou transformaciou,
izometriou, zhodnym zobrazenim) sa nazyva kazda ekviformna transfor-
maécia @ , vzhladom na ktoru je invariantnd vzdialenost kazdych dvoch
bodov, t. j. pre ktord plati *

d (P, P.)=d (p(P,), @(P>)) (48)

pre kazdé dva body P, P; roviny A’*(C).
Veta 9. Metrickymi transforméciami roviny A*(C) su prave tie ekvi-

' V pripade, ked zdkladnym polom je pole realnych ¢isel R, pojem ekviformna rovina je
totoZny s pojmom rovina s ortogonalnou geometriou.
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formné transformdcie tvaru (46), pre ktoré

bll b12
_b12 bll

Dokaz. Podla (47) a (46) plati — ak @(P1)=[x1; yi], ¢(P2)=[x5; y3],
potom

B= = k1

(x5—x1) (3 —xi)+(yi—yi) (yi—yi)=

= (a—x) G m) + (= 30) 0o 7)) St
Cize

% (bh+b%) (= x) (e —x) + (02— ) 02— y1) =

= (=) G 3D + 02 3) Do 7). =

Nevyhnutnou a dostacujicou podmienkou platnosti (50) je

bl +bh=+1. (51)

Je zrejmé, Ze vSetky metrické transformacie ekviformnej roviny tvoria
grupu; je to tzv. metricka grupa.

Afinna rovina s metrickou grupou sa nazyva metricka rovina.

10. Metricka rovina nad polom redlnych Cisel je zndma redlna eukli-
dovska rovina. Prvkami metrickej grupy tejto roviny si napr.

osovd sumernost podla osi x

X=Xy =-y; (52)
posivanie o orientovani usecku OA(A[a; b], A+ O)
x'=x+a,y'=y+b; - (53)
otacanie okolo zaciatku sistavy siradnic O o uhol velkosti a

x'=x.cos a+y.sin a
y'=—x.sina+y.cosa . (54)
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