MATEMATICKE OBZORY 13/1979

O MINIMACH A MAXIMACH A O ICH HLCADANI

PAVOL BRUNOVSKY

I'V. Matematika kontra zdravy rozum?

Sthlasim s vami, Ze po troch pokracovaniach je uz na ¢ase skoncit. To
som skutocne aj mal v amysle a urcite by ma nebolo napadlo pokracovat,
nebyt poznamky Dr. V. Cerného (povolanim teoretického fyzika)
k druhej casti ¢lanku (teda aspon jeden Citatel okrem recenzenta!).

O c¢o i8§lo? V druhej casti ¢lanku sme dokazovali, Ze istd metoda
hladania minima funkcie vyuzivajica Fibonacciho cisla (budeme ju dalej
nazyvat F-metddou) je v istom presne definovanom zmysle pre ista triedu
funkcii optimalna. Obsah poznamky Dr. Cerného spo¢ival v tom, Ze on
pouziva ini metédu hladania minima, ktora sa mu vidi byt lepSia.
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Obr. 1 graf minimalizovanej funkcie, - - - - - - graf prvej aproximacie, —.—.—.—.—.

graf druhej aproximacie
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A tak sme urobili zopar experimentov s nahodne vybratymi funkciami
a ukézalo sa, Ze skutoéne metéda, ktort spominal Dr. Cerny, ddvala pri
rovnakom pocte krokov asi tri razy lepSiu presnost.

Tak teda ako? O tamtej metode sme dokazali, Ze je optimdlna a tato
nam ddva lepsie vysledky?

Ide o tzv. trojbodovi metddu, alebo tiezZ metddu prekladania funkcie.
Zacne sa tym, ze sa hodnota funkcie f spocita v troch rozlicnych bodoch
X1, X2, X3. Potom sa bodmi (x;, y:), y: =f(x;), i =1, 2, 3 prelozi parabola,
ktora je grafom kvadratickej funkcie

y=ax’+bx+c (1)

a najde sa bod x,, v ktorom tito funkcia nadobiida minimum. Zisti sa
hodnota f(x,) funkcie f v bode x,. Bod x, sa doplni k nemu najblizSimi
dvoma bodmi z trojice x,, X, X; a s touto novou trojicou sa procedira
zopakuje ; takto sa pokracuje, kym sa nedosiahne pozadovana presnost
(obr. 1).

Na prvy pohlad tito metoda: vyzerd dost komplikovane (musime
prekladat parabolu, pocitat minimum atd.). Tieto veci vS8ak mozno urobit
raz prevzdy vieobecne a pre x, odvodit jednoduchy vzoréek. Z podmien-
ky, Ze parabola (1) mé prechadzat bodmi (x;, y:), i =1, 2, 3, dostdvame
3 rovnice s 3 nezndmymi a, b, ¢

axi+bx,+c=y,
ax§+bX2+c=yZ
ax;+bxs;+c=y;

RieSenim tohoto systému napriklad elimindciou dostaneme
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kon$tantu ¢ nebudeme v dalSom potrebovat.
Ak ma kvadraticka funkcia (1) mat minimum, musi byt, samozrejme,
a >0. To budeme predpokladat a za tohto predpokladu mozeme pisat

y=ax’+bx+c=a(x+b/2a)’+c—b*/4a
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z ¢oho ihned vidno, ze minimum sa dosahuje pri x = —b/2a, a teda

gl X1y>+ X3y + X3y — yiXs — YoX3 — YaXi
i
2(X1}’2 F XV H XYy VX VoXz— Y3x1)

Nebudeme teraz dokazovat, Ze trojpbodova metoda konverguje k mini-
mu, a 7e pri dostatocne velkom pocte vypoctov funkcie f sa mozeme
k nemu Iubovolne priblizit. Je zrejmé, Ze na to treba urobit nejaké
predpoklady o funkcii f a prvych troch bodoch a da to kusok prace. Skor
sa pozrime na to, preco je tito metoda intuitivne takd pritazliva, preco
ocakavame, ze by mala rychlo viest k minimu.

Vezmite si kus papiera a nacrtnite si nan len tak odruky bez rozmyslania
funkciu, ktora ma minimum. Dopadne to asi nejako tak, ako na obr. 1.
Ak si na tejto funkcii vymedzite nie velmi velké okolie bodu, v ktorom f
dosahuje minimum (oznac¢ime ho ako oby¢ajne X), bude sa na fom f
velmi ponasSat na parabolu. To znadi, ze ak si body x,, x,. x; zvolite nie
velmi daleko od bodu £, bude funkcia (1) velmi dobre vystihovat funkciu
f, a teda bod x, bude veImi blizko bodu £. Dalsia trojica bodov bude teda
este blizsie k bodu X, a tak v dalSom kroku bude kvadratick4 funkcia (1)
vystihovat funkciu f eSte lepSie — a tak dalej. Na obr. I si mbzete pozriet,
ako to bude vyzerat — paraboly na nich nie si iba tak nacrtnuté, ale
skutocne spocitané.

Tak teda ako? Matematika hovori, ze F-metoda je optimalna, zdravy -
rozum hovori, Ze trojbodova metdda je lepSia. Teda skuto¢ne — matema-
tika kontra zdravy rozum?

Obr. 2



Ako matematici difame, Ze nie, a preto ideme hladat chybu. Prva vec,
ktora nas napadne je, ¢i trojbodovd metéda patri medzi tie, spomedzi
ktorych je F-metoda optimdlna. Tu vSak velmi nepochodime, lebo si
lahko overime, Ze ona medzi ne skuto¢ne patri. Hodnota n-tej aproxima-
cie x, sa totiz uréuje Ciste z hodnot prvych n — 1 aproximécii a hodnot
funkcie f v tychto aproximaciach.

Je tu vSak ina, vaznejSia namietka. Efektivnost metody sme testovali na
,,nahodne vybratych** funkcidch. Bol to skuto¢ne nahodny vyber? Urcite
sa v naSom vybere viac vyskytovali funkcie, ako z obr. 1 nez rozlicné
,zvrhlé” funkcie z obr. 2. (Je to nieCo podobného, ako keby sme si
nahodne na papier pisali Cisla: urcite napiSeme viac Cisel do stovky, nez
cisel nad milion.) VSimnime si, Ze trojbodova metéda nam pre linearnu
funkciu z obr. 2a zlyha hned v prvom kroku a pre funkcie z obr. 2b a 2c
pri istej volbe pociatocnych troch bodov nam zlyha taktiez (preco?).

Optimalitu F-metddy sme rozumeli v tom zmysle, Ze nam dava pri
danom pocte vypoctov funkcie f najlepsiu zaruCenu presnost pri hocijako
nepriaznivo vybratej unimodalnej funkcii. Ak sa lepsie pozriete do dokazu
optimality, zistite, Ze najnepriaznivejSie su prave tie funkcie, ktoré maju
extrém na okraji intervalu. A to su prave také funkcie, ktoré si ,,ndhodne‘*
¢lovek voli zriedka.

Takze z hladiska formalne matematického sme paradox dali do poriad-
ku a sme nachylni v tomto momente zdravy rozum v titulnej otazke dat do
tivodzoviek a zhovievavo sa pritom pousmiat...

Ale teraz ruku na srdce. Uspokojuje vas celkom tento argument ? Mna
celkom nie a neviem, ¢i by som predsa pri rieSeni konkrétnej alohy nedal
prednost trojbodovej metéde. Ak aj vy citite podobne, skuste chvilu
porozmyslat preco. Ak ste uz porozmyslali, mdZeme si porovnat svoje
dovody.

- Podla mna vtip je v tom, ze ulohy, ktoré budeme rieSit, tiez nebudu
celkom nahodné. Ved obvykle o funkcii, ktorej minimum ideme hladat,
uz nejaku predstavu mame, a tak aj interval, v ktorom budeme minimum
hladat, budeme volit podla toho. Okrem toho, priroda zasa nie je tak
zlomyselna, aby nam s velkou pravdepodobnostou vyrabala funkcie ako
na obr. 2. A tu mame to klucové slovo — pravdepodobnost. Keby sme
poznali pravdepodobnostné rozdelenie na mnozZine unimodalnych funkcii,
ktoré by nam udavalo, aka je pocetnost vyskytu jednotlivych typov funkcii
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v rozumnych tlohach (myslim tym alohy nie umelo vymyslané), mohli by
sme efektivnost metod porovnavat podla strednej hodnoty poctu vypoctov
funkcie f, potrebnych na dosiahnutie predpisanej presnosti a v tomto
zmysle definovat optimalitu. Lenze tato pravdepodobnost nevieme ur€it ;
to nam vSak nemusi branit, aby sme pre praktické ucely do toho nevlozili
kus intuicie. To je vlastne ten ,,zdravy rozum*, ktory vsak je tiez zalozeny
na matematickej uvahe. A ¢o ked nam trojbodova metoda nezaberie
vobec — napriklad ked f je linearna, alebo konkdavna? Nuz, v takom
vynimo¢nom pripade vZdy mOzeme prejst na F-metodu a strata, ktord
vznikne neuspeSnym pouzitim trojbodovej metddy, sa mnohondsobne
vyvazi jej usporami pri inych pouZitiach.

Takto sa v numerike uvazuje velmi ¢asto. Ved takmer kazda numericka
metdoda v niektorych pripadoch nezaberie, alebo je neefektivna. Napokon,
aj F-metoda nemusi viest k cielu, ak funkcia nie je unimodalna, ¢o vopred
tiez nemoOzeme obvykle s istotou tvrdit.

Tak ¢o myslite, patri to ,,kontra** do nadpisu? Nebolo by ho skor treba
nahradit plusom?
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