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O HUSTOTE HODNOT
ISTYCH ARITMETICKYCH FUNKCII

JAN MINAC, Bratislava

V tomto ¢lanku sa budeme zaoberat aritmetickymi funkciami ¢ a o. Pre
n>1 je @(n) pocet prirodzenych ¢isel menSich ako n, nesudelitelnych s n
a @(1)=1; o(n) je sucet vSetkych kladnych delitelov Cisla n. Tieto
funkcie su pomerne dost zlozité a si zndme mnohé nerieSené otazky
tykajice sa tychto funkcii. Preto je prirodzené porovnat tieto funkcie
s funkciami jednoduchS$imi, napr. s funkciami n“. Platia nasledujice
tvrdenia:

a,) limﬂng—)=0 pre a>1
b;) limgr%)=oo pre a<1

¢;) mnozina hodndt postupnosti

{qvfl")} je hustd v intervale (0; 1)
1
. on
a,) 51120(")_0 pre a<l1
. n
b,) ,l,l_r.r.lpa(n)_—Oo Wi

c,) mnozina hodndt postupnosti

. "
= je husta v intervale (0; 1
{a(n)} J ! =

Pretoze O<(L(n—)<1 a tiez O<—L<1, su vztahy a,), a,) zrejmé.

n a(n)
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Vztahy b,), b,) sa daji pomerne jednoducho ukdzat na zdklade toho, Ze
funkcie @, o su multiplikativne. Pripominame, Ze aritmeticka nenulova
funkcia a sa vola multiplikativna, ak pre kazdé dve nesudeliteIné ¢isla n,,
n, plati:

a(n,-ny)=a(n)-a(n,)

Teraz ukazeme, Ze platia tvrdenia c,) a ¢,). DokdZzeme to na zaklade
nasledujicej znamej vety ([1], Theorem 2).
Veta 1. Nech a, +a,+... je divergentny rad s kladnymi €lenmi, pre

ktoré lima,=0. Nech P je IubovoIné kladné ¢islo. Potom existuje

Ciastocny rad daného radu, ktory konverguje k P.

Dalej budeme potrebovat nasledujiice rovnosti, ktoré prvy pouzil
L. EuLgr. V dalSom p, oznaCujeme k-te prvocislo v rasticej postupnosti
vsetkych prvocisel.

Veta 2.

i (1—%)(1—%) (1_%)'“=~“19=ﬂ(1_p%>=0

Doékaz. 1. Zo vzorca pre sucet nekonecného geometrického radu
mame :

~1
(1—L) it (k=1,2, .
Pk« e Pe

Pretoze pre kazdé k rad na pravej strane rovnosti absolutne konvergu-

je, plati:
m -1 Pm 1
e e O
1Sj=m

Posledna nerovnost vyplyva z toho, Ze kazdé ¢islo, nie vacsie ako p,,, sa
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da jednoznacne, az na poradie, vyjadrit ako sucin prvocisel pi, p2, ..., Pm-
Teda

1

B

v ol P L : .
Pretoze vSak rad >, i diverguje, je zrejmé€, Ze rovnost 1 plati.
1

[

2. Podobne ako v 1 dostaneme :

= 1 U Py ! = 1
b (1—[—)7) 2

k

. o 1 :
Pretoze vSak rad Z ot konverguje a
1

je nerovnost 2 zrejma.
Pristipime k samotnému dokazu tvrdeni c,) a ¢;). Majme postupnost

(aw)i-1; a= —log (1 —pi) Potom plati:
k
a) a,>0
b) ’!imak =0

¢) a,+a,+... je divergentny rad
Tvrdenia a) a b) su zrejmé. Tvrdenie c) vyplyva z toho, Ze

n

z 1 2 1
- e 1
Za Zlog (1 Pk) . H ( pk>

a odtial
jimI[} ( 1 ——1—) =0
ney g Dk

Nech teraz (A, B) je Iubovolny otvoreny neprazdny podinterval
intervalu (0, 1). Nech X, € (A, B). Potom, pretoZze e * je spojita funkcia
a X,—e "*'¢ existuje takeé. 0 >0, Ze pre vSetky X e(-—log X, 0,
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—log X, +98) je e *e(A, B). Podla vety 1 aplikovanej na postupnost
{a,} vSak vyplyva, Ze existuje Ciastoény rad a,, + a, + ... radu Y, a, taky,
k=1

Ze konverguje k —log X,. Teda existuje taky index j,, Ze ai, +ai,+ ...
+a, e(—log Xo—98, —log X,+6), a teda
- Eu —log (1- llpk'_)= I; (1- l/p,",)e(A,B)
‘ =1 !

Pretoze

. 1
@(Pe.Pxs---Pr,) =Pk.Pk2~--Pk..Hl (1 R ;)

(¢o vyplyva napr. z toho, Ze @ p, = p. — 1 a @ je multiplikativna funkcia) je
mnozina hodndt postupnosti {tp_fln_)} hustd v intervale (0, 1).

1

o

. . bl o . | n
Podobnym sposobom overime, Ze mnozina hodnot postupnosti { m}
1

je husta v intervale (0, 1). Teraz polozime

1
ak=—log< 1)
1+
Pk

Podmienky a), b) opit platia trividlne. Overime c). PretoZe

1

1.2

Lo P
A
Pk Pk

z vety 2 okamzite vyplyva

(Tl_l—>0) ., Ze ﬁ ( : 1)=0.
— k=1 S
Zi n’ 1+Pk

3 1
To v$ak znamena, zZe Z -log( 1) = oo,

k=1

e



Ak znova pouzijeme vetu 1, dostavame, ze v kazdom neprdazdnom

podintervale (A, B) intervalu (0, 1) lezi prvok v tvare

ﬁ 1 \__PuPy.-Py
diiro (Px,Ps---Px)
pk,‘

e

Teda postupnost { P )} je husta v intervale (0, 1).

Poznamka. V skutocnosti sme dokazali viac ako tvrdime v ¢,) a ¢,),

. & - .. @(n n . . .
totiz, Ze mnoziny hodnot funkcii %—) 8 ™) zuzZenych na tie prirodzené

Cisla, ktoré nie s nasobkom zZiadneho Stvorca prirodzeného cisla r6zneho

od jednotky, si husté v intervale (0, 1).
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