MATEMATICKE OBZORY 18/1982

O DVOCH CISLACH
MATUS HARMINC, Kosice

Vlastnosti prvocisel si zdrojom vela rozlicne naroc¢nych uloh. V prvej
Casti tohto ¢lanku vyrieSime dve ilohy, ktoré sice nepatria dolezitostou
k vaznej teorii, ale ich rieSenie je peknou ukdzkou pouzitia zakladnych
poznatkov o orientovanych grafoch. V druhej Casti porozpravame, ako ich
riesili Ziaci v prvom roéniku gymnazia.'

Orientovanym grafom (alebo kratko grafom) nazyvame usporiadani
dvojicu kone¢nych mnozin (V, H), pricom plati Hc VX V; prvky
mnoZiny V nazyvame vrcholy a prvky mnozZiny H nazyvame hrany grafu
(V, H). Symbolom id(v) oznac¢ujeme pocet hran konciacich sa vo vrchole
v a symbolom od(v) pocet hran zacinajicich sa vo vrchole v. Postupnost
vV, . VAL, V Ktore] sa striedaji vrcholy vy, vs,...,U.+1€ V s hrana-
mi Ay, hs,...h,€ H, nazyvame tahom diiky n, ak pre kazdé ie{1,2,...,n} je
hi = (vi,vi1) a ak hy,hy,...,h, si navzdjom rozne hrany.

Pri Citani skripta [2] som v kapitole venovanej deliteInosti narazil na
tento text: ,,V ,slove® ROKOSAKOC ktorékolvek tri po sebe idice
pismena ddvaji normalne slovo: rok, oko, kos, osa, sak, ako, ko¢. Napiste
¢o mozno najdlhsie ¢islo, v ktorom kazdé trojcislie je prvocislom, pritom
tieto prvodisla si navzajom rozne (priklad: 1 131 797)*. O stranu dalej
bolo v komentiri: ,,Deti nasli 13-miestne éislo 1131797 191 937;
najdlhsie mne zname je 44 997 739 719 199 113 173 313 797*. Napadli
ma dve otdzky: Ci neexistuje dlhsie, alebo aspon vi&Sie &islo s tymito

'Ide o triedu 1.B Gymndzia na Smeralovej ulici v Kosiciach, kde ndm umoznili tito
problematiku predniest.
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vlastnostami a ¢i sa tloha nedd Iahko vyriesit, ak namiesto trojéisli
budeme uvazovat o dvojcisliach.

Zodpovieme najprv druhi otazku.

Uloha 1: Nijdite najvidsie &islo, ktorého kazdé dvojéislie je prvoéislo
a tieto prvocisla si navzdjom rozne.

RieSenie: Nula v hladanom c¢isle byt nemdzZe, lebo na zaciatku sa
nepise, a ak by bola za nejakou cifrou, tak spolu s touto cifrou by netvorila
prvodislo. Z cifier 2, 4, 5, 6, 8 v hladanom ¢isle mo6ze byt najviac jedina,
a to na zaciatku, v opa¢nom pripade dvojCislie konCiace sa hociktorou
z cifier 2, 4, 5, 6, 8 nie je prvoéislo. Znazornime vrcholmi orientovaného
grafu cifry 1, 3, 7, 9 a zostrojme hranu z vrcholu V do vrcholu W prave
vtedy, ked VW je prvocislo. Urobme to pre vSetky V,We{1,3,7,9} (obr.
1)

Uloha nijst &islo, ktorého kazdé dvojéislie je prvoéislo, je ekvivalent-
na s ndjdenim tahu v grafe na obr. 1. Aby bol tah ¢o najdihsi, (t. j. Cislo
¢o najdlhsie), treba zacat vo vrchole znazorfiujicom jednotku, prejst
vietky hrany — to sa d4” — a skon&ime vo vrchole znazorfiujiicom deviat-
ku. Tah tvorime tak, Ze v pripade viacerych moznosti pokradovania vy-
berame vrchol znazornujici najvacsiu cifru. Od tejto podmienky upus-
tame len vtedy, ak hrozi, Ze niektoré hrany by sme uz nemohli zaradit do

43
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Obr. 1

* Existuje eulerovsky tah (pozri [1], [3]).

24



fahu (Ziadnu hranu nesmieme pouzit viac neZ raz). Vtedy vyberdme
najviacSiu pripustnd cifru. Takto dostivame tah zapisatelny Cislom
19 737 131 179. Najvacsim nepouzitym dvojcifernym prvocislom koncia-
cim sa na jednotku je 61, takZe hladané ¢islo je 619 737 131 179.

Uloha 2: N4jdite najvadcsie &islo, ktorého kazdé trojéislie je prvoéislo,
pricom tieto prvocisla si navzajom rozne.

RieSenie: Z podobnych dovodov ako v predchadzajicej tilohe nula
moze byt len na druhom mieste hladaného cisla a cifry 2, 4, 5, 6, 8 sa m6zu
vyskytnit len na prvych dvoch miestach. Zostrojme teraz orientovany
graf, ktorého vrcholy st usporiadané dvojice cifier 1, 3, 7, 9 a orientovanu
hranu z vrchola (V1,V;) do vrchola (W;,W;) vedme prave vtedy, ked
V=W, a V\V,W, je prvocislo (obr. 2)

Obr. 2

V tomto grafe, ktory sa neda rozlozit na menej nez 7 tahov,” hladajme
teraz najdlhsi tah. Pokisme sa rozlozit graf z obr. 2 na 7 tahov tak, aby

* V opaénom pripade by platilo % Z|od(v) —id(v)| <7, s&itava sa cez vSetky vrcholy grafu.
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jeden z nich bol najdihsi existujici fah, pricom ostatnych 6 fahov je
najkratSej moznej dizky (t. j. obycajné hrany). Zrejme Ziadna dvojica
tychto Siestich hran netvori tah. Nas najdlhsi tah musi prechadzat kazdym
vrcholom v tolkokrat, kolko je min {od(v),id(v)}, lebo ind¢ by existoval
mimo neho tah aspofi s dvoma hranami, ¢o sme vylicili. Graf na obr. 3 ma
len tie hrany, ktoré podla predchédzajicej tvahy nevyhnutne musi
najdihsi tah obsahovat.

M—13 17 19

Obr. 3

3 ——=13 1 91

Obr. 4. Tah's hranou 173



KedzZe hladany tah sa zrejme zacne vo vrchole 19, a to jednou z hran
191, 193 alebo 199, nemdze zacat vo vrchole 31 hranou 311, vo vrchole
33 hranou 337, vo vrchole 13 hranou 139, vo vrchole 99 hranou 997 ani
hranou 197 vo vrchole 19. Okrem tychto piatich hran nebude taky tah
obsahovat este jednu z hran 173, 179. Obe mozZnosti su znazornené grafmi
na obr. 4 a 5.

Obr. 5. Tah's hranou 179

Vidiet, Zze kym oba tieto fahy sa zac¢inajui vo vrchole 19, jeden z nich
(obr. 4) sa kon¢i vo vrchole 73 a druhy (obr. 5) vo vrchole 79. Ndjdime
teraz v kazdom z prisluSnych grafov tah zodpovedajici ¢o najvacSiemu
¢islu. Pouzivame pritom postup opisany v rieSeni predchadzajicej tlohy.
Z obr. 4 vycitame cislo 19 919 379 773 971 911373 313 173 az obr. 5
¢islo 19 919 379 773 971 911 373 313 179. KedZe obe ¢isla sa zacinaju
dvojéislim 19, si moznosti predizit ich rovnaké, preto budeme predlzovat
len vidSie z nich. Pred toto ¢islo méZeme este pridat dve cifry: na druhé
miesto 6, 4 alebo 0 a na prvé miesto ¢o najvacsiu. Zacnime deviatkou: 961
nie je prvocislo, ale uz 941 je. Takto zostrojené 28-miestne Cislo
9419919 379 773 971 911 373 313 179 je najvacsim spomedzi vietkych
Cisel s pozadovanymi vlastnostami.

II

Problematiku spominani v I. kapitole sme predniesli prvakom—gym-
nazistom v tesnej ¢asovej nadvéznosti za ivodnymi partiami tedrie grafov.
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Ziaci mali vytvorend intuitivnu definiciu grafu ako kone&ného alebo so
vSetkymi hranami orientovanymi, alebo neorientovanymi. Na prikladoch
si uvedomili moznost vyhodnejsie riesit niektoré ilohy pomocou grafu. Po
ukonéeni okruhu problémov o eulerovskych tahoch® v orientovanych
grafoch som ako domécu ilohu zadal na rozmyslanie tGlohu 1. Daliu
hodinu sme zacali tak, Ze som zavolal k tabuli 10 Ziakov. Jedna z nich mala
na tabulu napisat zaciato¢né pismend krstnych mien a priezvisk ostatnych.
Potom som prikazal spojit tie dve pismend hranou, ktoré tvoria inicidlky
niektorého z vybratych Ziakov. Ziacka sice zostrojila tento graf, ale aZ na
pripomienku triedy, ktora Ziadala orientovany graf, nasmerovala kazdu
hranu od krstného mena k priezvisku. Vznikol graf na obr. 6.

M o B D
A/
2\6/

Obr. 6

J e

Vtedy som dal priklad: Zostavte ¢o najdlhsi rad Cakajicich z tychto
deviatich Ziakov tak, aby kazdy nasledujiici mal prvé pismeno krstného
mena rovnaké, ako je prvé pismeno priezviska jeho predchodcu. Este
pocas vyznalovania tahu JMDAK (rad Styroch Ziakov) sa ozval z triedy
$um a poznamky ; vraj to pripomina domécu tlohu, pretoZe tam tieZ bolo
treba ¢o najdlhsi rad a tiez vystupovali len dvojice s danou vlastnostou.
Potvrdil som spravnost tychto myslienok a rozpridil drazbu vysledkov.
NajdlhSie ndjdené Cisla boli az 13-miestne DI: 5979 173 113 719,
2311371979 173, C1: 6 197 113 773 179, samozrejme chybné. Ostatni
sa dopracovali ,,len* k 12-miestnym ¢islam:

* O eulerovskych tahoch sa mozno viac dozvediet v [1], [3].
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P2: 417371131979 C4: 617371311979

D3: 613171197 379 617973711 319
€2: 611371973179 419731 137 179
C3: 619731711379 619 731 137 179

611317 197 379 417 371 311 979

417 973 711 319

Vicsina riesiacich pouzivala tabulky a ¢isla vyrdbala opatovnym hlada-
nim prvoc€isla, ktorého dve cifry si dané. Potom za najvacsie existujice
Cislo s danymi vlastnostami vyhlasili najvécsie z tych, ktoré nasli.

Ziak C3 postupoval takto: ,Napisal som si prvoéisla od 11 do 97
a zakruzkoval som si tie, ktoré sa neza¢inaji parnym ¢islom alebo pétkou.
Su zakrizkované dve Cisla, ktoré sa koncia na deviatku: 19 a 79 ; tie som
zaradil na koniec. Do jednotky mézZzem vojst trikrat — jednotkou som
zaradil na druhé miesto. Ostané som daval medzi to*.

C4, autor najvicSieho Cisla v triede (nie vSak naozaj najvacSieho) si
zobral za zaklad ¢islo 1137 (uvedené ako priklad na predchadzajicej
hodine) a o svojej metdde zaplnenia miest medzi jednotkou na druhom
mieste a deviatkou na konci povedal : ,,Dalej to islo samo, len som musel
trocha rozmyslat‘. Aj ked cela trieda veri v neexistenciu 13-miestneho
Cisla s potrebnymi vlastnostami, uvahou ju vyluCuji madloktori. C3:
,, VSetkych zakrizkovanych prvocisel (pozri C3 vyssie) je 10, to bude
najviac 11-miestne a eSte mozZe sa pridat len jedno, to bude 12-miestne‘.
Nikto zo ziakov nesku$al doma riesit priklad pomocou grafu. Na moju
vyzvu sa hned objavili navrhy zZiakov, ktori chceli vyriesit priklad pomo-
cou grafu na tabuli. S vynimkou DI, ktord chcela ako vrcholy grafu
pouzivat dvojmiestne prvoéisla zostavené z cifier 1, 3, 7 a 9, vSetci ostatni
sa zhodli v tom, Ze graf treba zostrojit tak, ako je to opisané v autorskom
rieSeni Ulohy 1. Nakoniec z grafu Ziaci pomerne ahko vycitali hfadané
najvicsie Cislo, ¢im si uvedomili vyhodu tohto rieSenia. Nakoniec som
preéital oba tryvky z [2] a zadal na domace rozmyslanie Ulohu 2.

Okrem jedného chybného 30-miestneho ¢isla zZiaci nasli dve spravne
28-miestne Cisla: 7 619 919 113 137 331 739 719 379 773 a 2419 113
137 331 739 719 919 379 773 a vySe desat 27-miestnych. C3 riesil ilohu
tak, Ze si vypisal vSetky trojciferné prvocisla z cifier 1, 3, 7 a 9 a skusal ich
kombinovat. NavySe v porovnani s podobnym postupom ostatnych bol
jeho prinosom dokaz, Ze hfadané ¢islo mozZe byt najviac 34-miestne : ,,Je

29



30 prvocisel, to je najviac 32-miestne a eSte dve dopredu, to je najviac
34-miestne*. Pomocou grafu riesil ilohu len C4, a to tak, Ze vrcholy boli
jednak cifry 1, 3, 7 a 9 a jednak vSetky z nich utvorené dvojciferné cisla.
Ak XYZ je trojmiestne prvocislo také, ze X,Y,Ze{1,3,7,9}, mozno
zakreslit do grafu orientované hrany z vrchola X do vrchola (Y,Z2)
a z vrchola (X,Y) do vrchola Z. Pomocou tohto grafu vSak naSiel len
27-miestne cislo.

Zaujem ziakov o vySetrovanie otdzok tejto problematiky nds utvrdil
o jej vhodnosti pre matematické krizky. ,,Grafarsky* pristup k rieSeniu
prikladov sa velmi pacil; je mozné ho vyuzit pri budovani pojmu
izomorfnych $truktir (napr. Uloha 1 a priklad s inicidlkami). Ukazalo sa
vSak, Ze vyjadrovacie schopnosti Ziakov pri formulovani vlastnych myslie-
nok si nedostatocné. Je to pravdepodobne preto, lebo pocas hodin
matematiky nemaji moznost ¢asto vyslovovat svoje nazory a uvahy.
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