MATEMATICKE OBZORY 13/1979

VEKTORY OCIMA FUNKCIONALNIHO ANALYTIKA

BOHDAN ZELINKA, Liberec

Uvodem budiz poznamenano, Ze zminéné oci funkcionalniho analytika
nejsou autorovyma ocima ; autor se rozhodné€ za funkcionalniho analytika
nepokladd. Bylo by viak vhodné, aby pohled o¢ima algebraika [1]
a pohled ofima geometra [2] byly doplnény jesté¢ tfetim pohledem.
A tento treti pohled se zaméfi predev§im na vektorové prostory nekonec-
né dimense.

V [1] byla uvedena definice vektorového prostoru. Pfipomeneme zde
tuto definici, pfi¢emz oznaceni ponékud zménime ; pridrzime se knihy [3].

Definice 1. Vektorovy prostor je neprazdnd mnozina &, jejiz prvky se
nazyvaji vektory, s operaci s¢itani vektord, nasobeni vektoru realnym
Cislem a s pevnym prvkem o0, pricemz pro libovolné vektory x.y, z
a libovolna reélna ¢isla a, 3 plati:

Al (x+y)+z=x+(y+2);

A2 x+0=0+x=Xx,

A3 ke kazdému vektoru xeZ existuje vektor —xe& takovy, Ze
x+(—x)=(—x)+x=0;

A4 x+y=y+x;

SI (a+B)x=ax+px;

S2 a(x+y)=ax+ay;

S3  a(fx)=(af)x;

S4 1x=x.

Vektor 0 sa nazyva nulovy vektor, vektor — x se nazyva vektor opacny
k vektoru x.

Od definice vektorového prostoru mizeme prejit k definici normované-
ho vektorového prostoru a vektorového prostoru se skalarnim sou¢inem.

Definice 2. Vektorovy prostor £ se nazyvd normovanym vektorovym
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prostorem, jestlize kazdému x € Z je pfirazeno reélné ¢islo ||x|| nazyvané
norma vektoru X, pfi¢emz pro kazdé x a y z & a pro kazdé realné éislo 4
plati:

N1 |Ix||=0, ||x||=0<x=0;
N2 (|2l = [IA ]l flxll 5
N3 lx+yll=Ilx|[+]yl.

Vidime, Ze tfirozmérny vektorovy prostor s velikosti vektoru definova-
nou znamym zpusobem je normovanym vektorovym prostorem a tato
velikost je normou vektoru.

Definice 3. Necht ¥ je vektorovy prostor. Necht kazdé usporadané
dvojici x, y vektori z & je pfifazeno redlné Cislo (x, y) tak, ze pro
libovolné vektory x, y, Z z & a pro libovolné redlné Cislo A plati:

i X y)=, x);

H2 (x+y,z)=(x,2z)+(y, 2);
H3 (Ax, y)=4(x, y);

H4 (x, x)=0, (x, x)=0<x=o0.

Potom & se nazyva vektorovy prostor se skalarnim sou¢inem a (x, y) se
nazyva skaldrni soucin vektoru x, y.

Plati nynti, Ze je-li # vektorovy prostor se skalarnym soucinem (x, y),
pak [|x|| = V(x, x) je normou vektora x pro kazdé x € . Diikaz Ize nalézt
v [3], strana 34.

Je-li Z vektorovy prostor konec¢né dimense n, pak, jak znamo, lIze zvolit
nékterou jeho bazi a pomoci ni pfiradit kazdému vektoru z Z jeho

soufadnice, kterych je n. Jsou-li potom x,, ..., x, soufadnice vektoru x
a y, ..., ¥. souradnice vektoru y, pak mizeme polozit
(x, )’)':};1 XiYi,

Iell= > 57

a mame definovan skalarni soucin i normu vektoru.

Piejdeme nyni k vektorovym prostoriim nekoneéné dimense. Ctenaie
jist€ napadne prostor sloZzeny ze vSech nekonec¢nych posloupnosti redlnych
cisel. Skutecné tento prostor spliuje A1—A4 i S1—S4, pokud za soucet
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posloupnosti {a, }i-, {b,}7-, bereme posloupnost {a, + b, };-,, za souéin
posloupnosti {a,};-, s ¢islem A posloupnost {Aa,},—; a za nulovy vektor
posloupnost slozenou ze samych nul.

Méli bychom ovSem potize s normou a se skalarnim soucinem. Proto
nevezmeme vSechny nekonecné posloupnosti redlnych cisel, ale pouze
takové posloupnosti {a, } -, pro néZ nekone¢na fada Z a’ konverguje.

n=1
Pti dokazovani, Ze mnozina vSech takovych posloupnosti je vektorovym
prostorem se skalarnim soucinem, zacneme od konce — od toho skalarni-
ho soucinu. Radi bychom definovali skaldrni soucin vektoru {a,};-,

a {b, }.-1 jako souCet nekonecné fady E a.b, ; musime ovsem dokazat, ze
n=1
konverguje. Vime, Ze pro libovolna dveé redlna ¢isla a, b plati nerovnost
0=(la|—|b|)’=a?*—2 |ab| +b?

Z ni potom dostavame
;abl% (@+b?)
a tedy

1 5 2
Iabl_ a: +2b

pro libovolné n. Protoze konverguji rady Z a, a Z bZ, konverguje
n=1

i 350

Ze pro tento definovany skaldrni soucin plati H1—H4, Ize snadno
dokazat ; ponechavame to ¢tenafi jako cviceni. Vidime, Ze takto lze zavést
v nasem vektorovém prostoru skalarni soucin. Ov§em pouze pokud je to
skute¢né vektorovy prostor; to jsme jesté¢ nedokdzali.

Nebude to vSak tak tézké. Je ziejmé, ze je-li {a,}.-, posloupnost

(aZ+b2) a vzhledem k uvedené nerovnosti konverguje i >, a.b,

n=1

NI'—'

takova, ze E a’ konverguje, a A redlné Cislo, pak E (Aa,)’ také
n=1 n=1

konverguje. Rovnéz je zfejmé, Ze posloupnost slozena ze samych nul také
tuto podminku splnuje. Zbyva tedy dokazat, Ze pro kazdé dvé posloup-
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nosti {a,}.-1, {b.}r-1 takové, ze Z a” a E b konverguji, konverguje
n=1 n=1
i > (a. +b,)>. To oviem je jiz snadné. Mame (a, + b,)*=a’+2a,b, + b2
n=1

a vime, ze konverguji fady > a2, > a,b., >, bZ tedy D (a,+b,)’
n=1 n n=1 n=1

=1
jakozto jejich soucet konverguje takeé.

Povézme nyni néco o linedrni zdvislosti ve vektorovych prostorech
nekonecné dimense. Mnozina vektort z takovéhoto prostoru je linearné
zavisla prave tehdy, obsahuje-li kone¢nou linedrn€ zavislou podmnozinu
(linearni zavislost pro kone¢né mnoziny vektori je definovana stejné jako
v prostorech kone¢né dimense).

V nasem prostoru mizeme uvést priklad nekonecné linedrné nezavislé
mnoziny vektori. Je to mnozina slozena z posloupnosti {a{™};_,, kde m
probiha vSechna pfirozena Cislaa ai”=1prom=n aay’ =0 pro m#n.
Neni to ovSem bdze naSeho prostoru, ale je to baze jistého jeho podpros-
toru, ktery se sklada ze vSech nekone¢nych posloupnosti redlnych Cisel, jez
maji pouze konecny pocet nenulovych ¢lenti. Pomoci Zornova lematu by
se dalo dokazat, Ze i naS prostor ma bazi; bylo by vSak obtizné ji
konstruovat.

Probrali jsme tedy vektorovy prostor, jehoz kazdému prvku Ize prifadit
spocetné mnoho souradnic. Jak by to nyni vypadalo, kdybychom chtéli
dostat vektory s nespocetné mnoha soufadnicemi?

Vezméme si néjakou mnozinu mohutnosti kontinua, napiiklad uzavie-
ny interval (a, b ) na Ciselné ose. Piifadime-li kazdému jeho prvku néjaké
realné Cislo, dostaneme cosi, co miizeme povazovat za vektor o nespocet-
né mnoha souradnicich. Ve skutecnosti je to ovSem funkce jedné promén-
né definovana na intervalu (a, b ) ; pfislu$né soufadnice jsou hodnoty této
funkce v jednotlivych bodech tohoto intervalu.

Uvazujme tedy mnozinu vSech realnych funkci jedné proménné defino-
vanych na uzavieném intervalu (a, b). S¢itani dvou funkci i nasobeni
funkce konstantou jsou zcela bézné operace; vezmeme-li tyto operace
a prvek 0 polozime rovny funkci identicky rovné nule na (a, b ), vidime,
Zze A1—A4 i S1—S4 jsou splnény a tedy miiZzeme tuto mnozZinu povazovat
za vektorovy prostor.

' Abychom mohli vhodné definovat skaldrni soucin a normu, omezime se
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na podmnozinu této mnoziny tvofenou spojitymi funkcemi. Je to ziejmé
podprostor zminéného vektorového prostoru, protoze soucet dvou spoji-
tych funkci, soucin spojité funkce s konstantnou i funkce identicky rovna
nule jsou funkce spojité.

Jsou-li f, g dvé funkce definované a spojité na uzavieném intervalu
(a, b), definujeme

(. )=[ @) ax

Soucin fg je opét spojita funkce na intervalu (a, b ), je tedy také na tomto
intervalu omezena a integral od a do b z této funkce existuje. Platnost N1,
N2 a N3 je zfejma; je zfejmé i to, ze (f, f)=0 a ze pro f=0 je (f, f) =0.
Dokazme si jesté, ze (f, f)>0 pro kazdou funkci f z naSeho prostoru,
kterd neni identicky rovna nule.

Jestlize f neni identicky rovna nule, pak ani f* neni identicky rovna nule.
Dale f*> nabyva pouze nezdpornych hodnot. Existuje tedy ce(a, b)
takové, ze (f(c))’>0. Ponévadz jde o funkci spojitou, existuje okoli
bodu ¢, v némz f? nabyva pouze kladnych hodnot. Integral funkce f* pfes
Q je tedy kladny. Integral ptes (a, b) —Q z f* nemize byt zaporny,
protoze jde o funkci nabyvajici pouze nezapornych hodnot. Integral pres
(a, b|| je souctem integralu ptes 2 a integralu ptes (a, b) — Q, tedy je
kladny.

Maéame tedy definovan skaldrni soucin. U vektord v euklidovském
prostoru jsme se setkali s pojmem kolmosti vektort a dovédéli jsme se, ze
dva nenulové vektory jsou navzdjem kolmé pravé tehdy, je-li jejich
skalarni soucin roven nule. Funkce f, g definované a spojité v uzavieném
intervalu (a, b), pro néz

[ w0 ax=o,

nazyvame ortogonalni. Znamena to toté€Zz, co kolmé, zni to ovSem ucen€ji.
Prikladem ortogondlnich funkci jsou funkce y =sinx a y=cosx na
intervalu (0, 7).

Samoziejmé definujeme i normu zpisobem popsanym vyse, tedy
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Il=y[ e ax

Uvedme si priklad nespofetné mnoziny linearné nezavislych vektoru
v naSem prostoru. Pokud 0¢ (a, b ), budou to funkce x", kde r probiha
vSechna kladnd realna ¢isla. Dokazeme jejich linedrni nezavislost.

Predpokladejme, Ze mnozina téchto vektora je linedrné zavisla. Pak
tedy existuje konecna linearné zavisla podmnozina této mnoziny. Budiz n
nejmensi mohutnost takovéto mnoziny. Kdyby bylo n =1, existovala by
funkce x” identicky rovna nule na (a, b ), coz zfejmé neni mozné. Je tedy
n=2 a jde o néjakou mnozinu x", x, ..., x™, kde r,, ..., r, jsou navzajem
ruzna kladna redlna Cisla ; bez ijmy na obecnosti budiz r, nejmensi z nich.
Protoze jde o linearné zavislou mnozinu, existuji koeficienty a;, ..., a,

takové, ze
3 ax
i=1

Koeficienty o, ..., o, jsou vesmés nenulové ; kdyby bylo @; = 0 pro néjaké
j, pak bychom mohli z naSi mnoziny odstranit x" a dostali bychom
linearné zavislou mnozZinu mohutnosti n — 1, coz by byl spor. Vydélime
ob¢ strany vztahu (1) vyrazem x"; tento vyraz je nenulovy pro kazdé
x€(a, b), protoze 0¢(a, b). Dostavime

Il

0 (1)

o+ Z ax’ =0,
i=2
Derivace funkce identicky rovné nule je opét identicky rovna nule.
Tedy

n

> ai(ri—r)x" ' =0.

i=1

Vynasobenim obou stran vyrazem x"*' dostdvame

n

Z alr, —r)x=0

Protoze ry, ..., ., jsou navzdjem rizné, je a; r,—r))¥0pro i=2, ..., n
a funkce x7, ..., x™ jsou linedarn€ zavislé. To je ovSem spor s minimalitou
Cisla n.
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Pokud O€ (a, b ), vezmeme misto funkci x” funkce (x + b + 1)"; dikaz
bude obdobny.

S pojmem linearni zavislosti funkci se setkdvame naptiklad v teorii
diferencidlnich rovnic (vzpomenme si na Wronského determinant).

Dalsimi podrobnostmi se zabyvat nebudeme; ¢tendr je miZe nalézt
v piislusné literatute, napfiklad v [3]—{7]. Zde nam §lo jen o to, abychom
ukdzali, Ze existuji vektorové prostory, jejichzZ prvky jsou znacné vzdaleny
predstavé vektoru jako uspofddané n-tice Cisel nebo jako posunuti.
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