MATEMATICKE OBZORY 1011976

O MINIMACH A MAXIMACH A O ICH HLADAN{

PAVOL BRUNOVSKY

IIL. Zazrak a mystérium duality

Clovek sa odjakziva snazi nachddzat v prirode harméniu a poriadok a vytvirat
ich vo svojich dielach. Maloktora ind veda je takd bohati na priklady ako
matematika. Jednym z nich, ktory vzdy vo mne vzbudzuje adiv, je dualita vo
vietkych jej rozlicnych podobdch. O jednej z nich, sivisiacej s minimami
a konvexitou, si volaco povieme.

Ale zaénime z iného konca — volbou miss funkcie. Budeme hlasovat podla
osobnych sympatii k typom funkcii. Na prvom mieste by sme sa vari zhodli
— dufam, Ze by ste nan tiez dali funkcie linedrne, Pokial ide o druhé miesto,
mnoho dévodov — napr. vypoc¢tové hladisko — hovori pre funkcie polynomialne.
Ja by som vSak hlasoval pre funkcie konvexné. Ak sa Vam to zda teraz ¢udné,
mozno, Zze na konci €lanku budete mat pre mna pochopenie,

Co je konvexnd funkcia, hidam viete: Funkciu f, definovani na intervale I
redlnej osi s redlnymi hodnotami, nazyvame konvexnou, ak pre fubovolné x. v € !
a Tubovolné A € [0, 1] plati f(Ax + (1 —A4)y)SAf(x)+ (1 = 4)f (v). Geometricky
to znamena, ze vietky body useku grafu funkcie f medzi bodmi (x, f(x)) a (y.
f(¥)) lezia pod alebo na usecke, spajajuce] tieto dva body (nakreslite si obrazok!).

Aby sme sa nezatazovali technickymi detailami, budeme hovorif iba o konvex-
nych funkcidch, definovanych na celej priamke — ale pripustime, aby nadobudali
hodnotu = (s- hodnotou = budeme pocitat ako v ¢asti 1). Mnozinu bodov,
v ktorych f nadobida kone¢né hodnoty, nazveme oblastou kone¢nosti f a budeme
predpokladat, Ze f je na svojej oblasti kone¢nosti spojita.

Ako Ciastocné vysvetlenie mojich sympatii ku konvexnym funkciam moze slazit

Veta. 1. Nech f je konvexna. Potom
1. f nema lokdlne minima okrem globédincho.

2. Oblast kone¢nosti f je interval a v kazdom jeho vnitornom bode ma f
neprazdny subdiferencial.
3. Pre kazdé a € {f’) (x) plati:

(1) fY)Zf(x)+a(y—x)

pre vietky y.
4. f nadobida v bode £ minimum vtedy a len vtedy. ak 0 € {f'} (x).
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Dokaz 1. Predpokladajme, Ze v bode x funkcia f nadobuda lokdlne minimum,
ale nie globalne, teda zZe existuje taky bod y, v ktorom f (y) <f(x). Pretoze f je

konvexné, plati pre A € (0, 1)
(2) f)+A(y—x))=fAy +(1-A)x)SAf(y) +
+(1-4). f(x)<M(x)+(1-4) f(x)=f(x).

Na druhej strane, pretoZe x je lokalne minimum, musi pre dost malé |4 | platit
f(x)+4 (y—x))=f(x), o je vspore s (2). (Ovela zrejmejsie vam to bude, ak si
nakreslite obrdzok.)

2. Skutocnost, Ze oblast konecnosti je interval, dostaneme ihned z toho, Ze ak
x=y,f(x)<o, f(y)<oo, potom aj pre [ubovolné A € [0, 1] je f(x+y (y —x))=
M)+ (1A -2)f()<=.

Dokaz druhej Casti je namahavejsi a ak sa vim do neho nechce, nakreslite si
aspon obrdzok a dokladne si premyslite, o znamena. Uvidite, Ze je to intuitivne
zrejma vlastnost, ktora spolu s (1) hovori, Ze kazdym vnitornym bodom grafu
funkcie f mozno viest opornu priamku — t. j. priamku, pod ktorou nelezi nijaky
bod grafu funkcie f. Tato hlboka vlastnost konvexnych funkcii sa bohato vyuziva
v analyze, funkciondlnej analyze, nelinedrnom programovani a inde.

Nech teda x je vnutorny bod oblasti konecnosti f. Potom existuju také body y,

z,72e y<x<z a f(y)<®, f(z)®.Oznaéime a =inf A ,kde A = {a|existuje E>x
také, ze f(§)<f(x)+a(§—x)}. Inak povedané, a je infimum zo smernic tych
priamok p, prechddzajucich bodom (x, f(x)), Ze vpravo od bodu x lezi na grafe
funkcie f bod pod p (pozri obr. 1). ;

i~

o

X

Obr. 1.

Dokédzeme, ze a je kone¢né a a € {f' } (x). Je f(z)<f(x)+f(z2)—f(x)+1=
=f(x)+[(f(2)-f(x)+1)/(z—x)l (z—x),atedaa =(f(z) - f(x) +1)/(z —x)<
< . Predpokladajme a = — . To znamend, Ze existuje postupnost bodov {&, },
§, >x takd, ze f(§,)<f(x)—n(§, —x). Oznatme A, =(x—y)/ (§, - y).
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Je 0<A, <1 a z konvexity f vyplyva:
3) )= -0 UE N E D
=y ¥ AIE - VS RAR F1 A=
SAME)H(L-A) <AL () +(1 -A) F(y) -
=An(E —x)=Af(x)+(1~-4) f(y) -
-A4@A' -Dnax-y)=Af(x)+(1-4)[f(y)—n(x-y)].

Pre dost velké n je f(y)—n(x—y)<f(x), a preto z (3) vyplyva:
fE)<Af()+(A-4)[f(y)—n(x-y)l<
<Af(x)+(1-4,)f(x)=f(x),

¢o je nemozné.

Teda a> —» a z jeho definicie vyplyva, Ze existuje taka postupnost bodov
g >x,ze (f(E)—f(x))/ (€ —x) konverguje zhora, k a. Dalej plati (1) pre vietky
y Zx. Keby nie, existoval by totiz bod y >x taky, Ze f(y)—f(x)<a(y —x) a pre
dost malé 6 >0 by platilo f(y)—f(x)<(a—96) (y—x), a teda a—98 € A, ¢o
odporuje definicii a.

Ukazeme, ze (1) plati i pre vSetky y = x. Predpokladajme opak, teda Ze existuje
n<x také, ze f(n)—f(x)<a(n —x). Pre dost malé 6 >0 bude platit

“) f)=fx)<(@+9d) (n-x)

Pre dost velké n plati (f(§,)—f(x)) / (§, —x)<a + . Vyberme si takéto n a
oznatme prenA =(x —n)/(§, —n).Je 0<A <1 apodobne ako v (3) dostaneme :

fFE<AME)+(A-A)[f(n)+(a+d) (x—n)]

Upravou tejto nerovnosti dostaneme :
F)—=f(x)>(@+8) (n—x)

¢o odporuje (4).

3. Predpokladajme opak. Potom existuje taky bod y, Ze f(y)<f(x)+ (a —9d) X
X (y —x). Potom vsak pre vSetky A €(0,1] plati f(x +A(y —x))=if(y)+
+(A-DfE)<A[f(x)+@=8)(y—x)|+(1-2)f(x)=f(x)+A(a-d) (y —x),
¢o znamend, ze nemodze byt a € {f' }(x).

4. Toto tvrdenie je jednym smerom tvrdenim 4 z Casti I, druhym smerom zasa
ihned vyplyva z 1.

Ked uz su teda tie konvexné funkcie také sympatické, nebolo by od veci najst
sposob, ako z nekonvexnej funkcie urobit konvexnu, ale tak, aby si pozmenena
funkcia zachovala ¢o najviac z vlastnosti, ktoré su pre nas dolezité. To su, pravda,
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predovsetkym minima. Prirodzenym rieSenim tohto problému je najvacsi konvex-
ny dolny odhad, ¢i ,.konvexnd obdlka* funkcie f, t. j. funkcia co f taka, Ze
cof(x)=f(x) pre vSetky x a Ze Tubovolnd konvexnd funkcia g je takd, Ze
g(x)=f(x) pre vietky x (v dalsom piSeme g =f) spina i g =co f (porovnajte
s definiciou uzdveru mnoziny ako najmensej uzavretej mnoziny, obsahujicej dana
mnozinu, alebo supréma mnoziny ako jej najmensSiecho horného ohranicenia).

Zatial-nemo6zeme tvrdit, ze kazda funkcia musi mat konvexnu obalku, jedno je
vsak zrejmé, Zze konvexnou obdlkou konvexnej funkcie je ona sama. Teraz si
overime, do akej miery konvexna obalka zachovdva mimind, ako sme to od nej
ziadali:

Veta 2. inf co f=inf f; ak f nadobuda v bode £ minimum, potom f(£)=
=co f(£)=min co f.

Vetu, prirodzene, treba chdpat tak (pokial nedokaZeme existenciu obdlky ku
kazdej funkcii), Ze jej tvrdenie plati, ak obdlka k danej funkcii existuje.

Dokaz vety je zalozeny na tom, Ze ak f, g su konvexné, potom aj funkcia max
{f, g} je konvexna (dokazte ako cvicenie). Teda aj f=max {inf f, co f} je
konvexna funkcia ; pretoze plati f = f =co f, musi platit f = co f, z éoho vyplyva
inf co f = inf f. Dalej plati f(£) = co f(£), inf co f = inf f = f(¥), a teda co f(£) = f(£).

Priklad funkcie f (x) = (1+x?)"', ktorej co f =0 ukazuje, Ze co f mdze nadobi-
dat minimum aj vtedy, ak ho f nenadobuda. Lahko sa mozno presved¢it, Ze
tvrdenie vety mozno preniest aj na minimd na ohranicenom uzavretom intervale,
kde uz kazda spojita funkcia musi minimum dosahovat. Je zaujimavé, Ze kym tito
vlastnost si spojité funkcie nezachovavaji v nekonecnorozmernych priestoroch,
konvexné spojité¢ funkcie v mnohych pripadoch ano. Tédto skuto¢nost ma velky
vyznam pre existenéné vety varia¢ného poctu a tedrie optimdlneho riadenia
a viedla k zavedeniu tzv. zovSeobecnenych kriviek a relaxovanych riadeni.

Ak si nakreslite graf nejakej nekonvexnej funkcie, ruka vdm takmer sama
nakresli jej konvexnu obdlku (pozri obr. 2). Z obrazka mozno lahko vycitat, ako
funkciu co f urcit:

cof(x)=inf {Af(y)+(1-2)f(z) |Ay+(1-4)z=

=x,0,SA=1}

Obr. 2.
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Ponechdvame na citatelovi, aby si vysvetlil geometricky vyznam tejto formulky
a dokazal jej platnost.

Iny sposob urcenia funkcie cof je analogicky uz spominanému uzdveru
mnoziny :

cof(x)=sup {g(x)]|g konvexna, g =f}

My si v8ak zvolime inu cestu, ktora sa sprvu bude zdat cudnou, napokon sa v§ak
ukaze prekvapujico elegantnou a uzitocnou.

Definujme najprv k lubovolnej funkcii f, ktord ma aspon jednu konecnu
hodnotu, dudlnu funkciu f* predpisom

f*(y)=sup H (x, y)
kde
Hix,p)=yx—f(x)

(pismeno H sa nezvolilo celkom nahodne, ale pre analégiu s Hamiltonovou
funkciou vo variatnom pocte, o ktorej bude re¢ neskor).

K definicidm funkcii H a f treba eSte nieco dodat. Po prvé, kedZze f moze
nadobudat aj hodnoty + o, moze sa v definicii funkcie H vyskytnif — o, o com
sme nehovorili, ako s nim pocitat. Pravidla pre pocitanie s nim st v§ak analogické
pravidlam pre pocitanie s + . Ak by sme sa pouzivaniu — « chceli vyhniit tplne,

mohli by sme definovat f*(y)= —inf [ — H (x, y)]. Po druhé, kedze pripustame

iba funkcie s hodnotami v (—o°, ], musime sa presvedCit, ze f* nemoze
nadobudat hodnotu — . Na tom vSak prdve mame predpoklad o tom, zZe f
nadobuda aspon jednu kone¢nu hodnotu, o ¢om sa [ahko mozete presvedcit.

Ak chcete skutofne vniknuit do duality. bude dobré, ak si vypocitate f* pre
niekolko funkcii, napr. pre uz spominanu funkciu f(x)=(1+x)"', dalej pre
funkcie f(x)=ax+b,f(x)=|x|.f(x)= —|x|, f(x)=x*a napokon f(x)=0 pre
x=0a = pre x#0.

Akt maju vlastne f* a H geometricku interpretdciu ? Zvolme [ubovolny bod (:\",
f(x)) na grafe funkcie f a vedmc nim priamku so smernicou v, ktord bude mat
rovnicu y = yx +c, kde c =f(x)—yx = — H(x, y) je jej usek na osi y. Hodnota
f*(y) je teda suprémum zo zaporne vzatych usekov na osi y, vytatych priamkami,
prechddzajucich bodmi grafu funkcie f a majucich smernicu y (obr. 3).

Doélezité vlastnosti dudlnej funkcie zhrnieme do nasledujucej vety:

Veta 3. Nech funkcia f sa nie vade rovna . Potom f* je konvexna funkcia. Ak
existuje x, také, ze f*(y)=H(x,,y), potom y € {f' }(x); ak f je konvexna,
potom {f' }(x)={w|x=x, }={y[f*(¥)=H(x, y)}.
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Dokaz konvexity f* je veImi jednoduchy. Pre TubovoIné funkcie f, g a kazdé x
plati totiz f(x)+g(x)=sup f+supg, a preto aj sup (f+g)=supf+supg.
Vdaka tomu dostaneme pre A € [0, 1]

Hx)

-H(XY)

%y Obr. 3.

Ay, +(1=2) yy)=sup [(Ay,+ (1 =2) y,) x — f(x)] =
=sup [(Ay, +(1-2) v,)) x = Af (x) - (1-1) f(x)] =
Ssup[Ay,x —Af (x)] +sup[(1-24) yox —(1-4) f(x)]=

=Asup [y,x — f(x)]+ (1 —24) sup [y.x - f(x)]=

=M*(p)+(1-2) f*(y,)
¢o znamena, Ze f* je konvexna. '

Podla definicie x, plati H(x,, y)=H(x,y) pre vietky x, ¢o znamena
yx —f(x)Syx, —f(x,), alebo f(X)Zf(x,)+¥(x —x,), a teda y € {f'} (x,).

Aby sme dokon¢ili dokaz vety, staci nam uz iba dokazat, ze z ¢ € {f' } (x)
vyplyva x =x,. Ale to je vlastne tvrdenie 4 vety 1.

A teraz pride zlaty klinec programu: ak funkcia f* sa nie vSade rovna oo,
moZeme s nou urobit presne to isté, ako s f, t. j. (f*)* (namiesto toho budeme pisat
f**). Hadajte, o dostaneme! Odpoved dava:

Veta 4. Nech f <. Potom co f existuje prave vtedy, ak sa f* nie vSade rovna
o ; plati f**=co f.

Najkrajsie sa prejavi tato veta prdve pri aplikacii na konvexné funkcie: ak f <
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je konvexnd, potom f** =f. K tomu si sta¢i uvedomit, Ze tvrdenie 2 vety 1 spolu
s vetou 3 zarucCuju, ze ak f< o je konvexna, pofom f*# = (presvedcte sa!).

K dokazu vety uz mame kadecCo pripravené, takze nebude ani taky zly, ako by
¢lovek od takej prekvapujicej vety mohol cakat. Pre kazdé vy plati:

Hi.(y, x)=xy —f*(y)=xy —sup H/(y, y) =

=xy —sup {yy —f(y) }Sxy —[yx - f(x)]=f(x)

z ¢oho

f**(x)=sup H.(y, x)=f (x)

(index pri H oznacuje, ku ktorej funkcii H patri).
Nech teraz f je lubovolna konvexna funkcia taka, ze f =f. Dokazeme, Ze potom
plati aj f = f**. PretoZe z vety 3 vieme, Ze f** je konvexna, bude tym dokazané

fre=cof

Zvolme y € {f’ }(x) (pretoze f je konvexnd, existuje podla vety 1. Potom
podla vety 3 plati:

yx —f(x)=sup {yy —f(y)}Zsup {yy —f(y) ) =f*(y)=

=yx —xy +f*(Y)Zyx —sup {xx —f*(x) ) =yx —f**(x),
. x
z Soho vyplyva f(x)=f**(x). :
Na ukoncenie dokazu vety nam este treba dokazat, Ze ak existuje co f, potom f* .
sa nie vSade rovna oo.
Pretoze cof=f<o», ma co f podla vety 1 v kazdom bode x neprazdny

subdiferencidl ; zvolme teda x a y € {cof’ }(x).
Podla vety 1 to znamena:

cof(y)=cof(x)+y(y —x)
pre vSetky y, a teda aj
f*(w)=sup {yy —f(y) }=sup {yy —cof(y) }Syx —co f(x)<o

Mohli by ste sa eSte pravom opytat, preco sme zavadzali funkcie s hodnotami o,

59



ked sme hlavny vysledok nakoniec dokazali iba pre konec¢né funkcie. Nuz, je to
preto, ze aj pre kone¢nu funkciu moze vyjst jej dudlna s nekone¢nymi hodnotami
(Co uz viete, ak ste si vypocitali priklady). Okrem iného, veta plati aj za
predpokladu, Ze f nadobuida aspon jednu kone¢nd hodnotu, ak navyse predpokla-
dame, Ze je polospojita zdola (Sarapatu robia okraje intervalu konecnosti f**, v
ktorych moze byt f** <co f).

Ak sa vam eSte stale nechce verit vete 4, preskusajte si ju na konkrétnych
prikladoch, ktoré si uvedené pred vetou 3, alebo ktoré si sami vymyslite. Ale aj
ked tomu verite, je to celkom zdbavné. Ze veta neplati celkom vieobecne, mozete
sa presvedcit na priklade konvexnej funkcie f(x)=0pre x € (0,1), 1 prex = £ 1
a » pre |x|l|>1.

Vsimnime si eSte jednu vec, ktord ndm bude v dalSom uzitocna: Ak f je
konvexnd a konecna (a teda f**=f), potom f***=(f*)**=(f**)*=f* uZ bez
akychkolvek dalSich predpokladov na f* (teda aj pre f* nadobudajicu nekonecné
hodnoty!).

Ako podivuhodne sa prepletaju vlastnosti funkcie a jej dudlnej funkcie,
ukazuje:

Veta 5. Nech f je koncénd. Potom plati:

1. Ak f je konvexnd, ¢ € {f' } (x) vtedy a len vtedy, ak x € {f*' } (y).

2. Ak f nadobiida v bode ¥ minimum, potom £ € {f*'} (0); ak f je konvexnd,
plati to aj opaéh)"m smerom.

Prv nez vetu 5 dokazeme, uvedomme si geometricky vyznam jej tvrdenia 2:
f(x) je maximalny z isekov, ktoré na priamke x =X vytni oporné priamky grafu
funkcie f.

Dokaz. x € {f*'} (y) znamena podla vetyl f*(x)=f*(y)+x(x —y), a teda
Yx —f* ()= xx — f*(x) pre vSetky x. Preoze podla vety 4 f**=f, znamena to

wx = f*(p) =max {gr —f*(1) )= f**(x)=f (x) =
wx —sup (yy —f () }Zf (x)

wx Zf(x)+sup {yy —f(y) }Zf(x) +yy —f(y)
pre kazdé y, a teda

FOMZEf(x)+y(y —x)

¢o znamena y € {f' } (x).
Vsimnime si, Ze kone¢nost funkcie f sme potrebovali iba k tomu, aby sme si
zabezpecili splnenie rovnosti f**=f a Ze tvrdenie plati i za tohto predpokladu.
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Pretoze f=f**, znamend y € {f' ) (x) aj ¥ € {f**' } (x). Ak v tvrdeni, ktoré
sme uz dokazali, zamenime f za f* (Co mozeme vzhladom na to, Ze f*** = f*),
dostaneme x € {f*' } (y).

Ak f nadobuda v bode £ minimum, potom podla vety 2 nadobuda v bode x
minimum i funkcia cof=f** a plati f**(x)=f(£). Podla vety 1 plati
0 e {f**' }(®) a podla 1. tvrdenia nasej vety z toho vyplyva £ € {f*' } (0) (opat
sme pouzili f***=f*!). Naopak, ak £ € {f*' } (0), potom podla 1. tvrdenia
0€e{f'}(x)apodla vety 1, ak f je konvexnd, nadobida v bode £ minimum.

Veta 3 je tym zdzrakom i mystériom. Zazrakom preto, zZe to tak krasne klape,
a mystériom je, preco to tak klape. Veta 3-je totiz jednou z mnohych analogickych
viet v geometrii, algebre, topoldgii i funkciondlnej analyze, pre ktoré niet
spolo¢ného vysvetlenia. Tym myslim, Ze ani nie st ,,odpozorované z prirody*‘, ani
niet v§eobecnej matematickej teodrie, z ktorej by sa dali vyvodit ako Specidlne
pripady.

Pravda, opdt sa mézeme opytat istami prakticistu: Dobre, dualita je krdsna, ale
naco ju potrebujeme ?

V tejto forme asi nani¢. Ale kto sa stretol s viazanymi extrémami v analyze,
alebo s kanonickymi premennymi a Legendrovou transformaciou vo variacnom
pocte, alebo sa s nimi stretne, potvrdi mi, Ze su to nie [ahké veci na pochopenie.
A pritom si to pomocou funkcie H a premennej y moze v Cistej geometrickej
forme ,,nakreslit**. No vyznam kanonickych premennych v mechanike, ¢i ich
mladsich sirodencov — dudlnych premennych v linedrnom, ¢o v nelinedrnom
programovani sotva niekto odSkriepi.

Zaujimavé je,ze vyvoj tu neSiel od nasho jednoduchého geometrického modelu
duality ku kanonickym premennym, ale prave naopak. Tazko je vzit sa dnes do
toho, ako rozmyslal Hamilton pred poldruha storoc¢im, ale skor sa zd4, Ze na svoje
objavy priSiel formalnym pocitanim, nez z geometrickych predstav. Tym skoér mu
treba vzdat uctu.

Pokial ste z predchadzajucich Casti ziskali dojem, Ze nadfZam matematike, ktord
priamo po€ita, tak touto Castou som chcel vyjadrit hold matematike, ktord je
krasna, a matematike, ktora vysvetluje. Historia ukazuje, Ze zdorazinovanie len
jedného z aspektov vedie iba k degenerdcii matematiky a Ze iba jej prirodzeny
komplexny rozvoj vedie k skuto¢nému pokroku.
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