MATEMATICKE OBZORY 13/1979

METODICKE VARIACIE NA TEMU PRAVDEPODOBNOST I

BELOSLAV RIECAN, Bratislava

Pravdepodobnost a matematickd Statistika si ¢oraz viac razia cestu do
skolského vyuCovania. Je tomu tak v cudzine, ako aj u nas doma.
Nezostdva nam preto ni¢ in€, ako sa s touto skutocnostou vyrovnat. Na
nasledujucich strankach naznacime jednu z moznosti, ako by sa mohli na
naSej zdkladnej a strednej Skole vyucovat zdklady pravdepodobnosti.
Pravda, na zakladnej S$kole by mala do popredia vystupit hra a experiment.
Naproti tomu u gymnazistov by malo ist viac o logicku analyzu prikladov.

Pravdepodobnost’ a pocetnost

Vyjdeme z klasickej Laplaceovej schémy, v ktorej skimany experiment
ma konecny pocet vysledkov (teda dana je konecnd mnozZina £ =
= {w,, ..., w,}), pricom o Ziadnom z nich nemame dovod predpokladat,
Ze by sa vyskytoval CastejSie ako iné. Pravdepodobnost mnoziny (=
=udalosti = javu) A < sa definuje pomocou vztahu

Al
P(A =L
kde |A| je pocet prvkov mnoziny A, || je pocet prvkov mnoziny Q.

Priklad 1. HadZzeme pravidelnou kockou. Aka je pravdepodobnost
toho, Ze padne Sestka? Aka je pravdepodobnost toho, Ze padne parne
¢islo?

V tomto pripade Q = {w,, ..., ws}, A = {ws}. Preto pravdepodobnost
toho, Ze padne Sestka, je
' lA] _1

P(A)=|Q| 6



V druhej tlohe B = {w-, w., w.}, teda

.....

do tab. 1.

Tabulka 1
15343 K46 56 26552 44664
23663 42643 31112 41 312
432925 51643 6.3164 61236
46434 46123 43423 46133
64246 16611 2415 4 63135

Kvoli Setreniu miestom sme uviedli len prvych 100 ¢isel. Celkom sme
urobili 200 bodov. Medzi nimi sa Sestka vyskytla 34-krat. Preto (relativna)
pocetnost padnutia Sestky bola

34

200" 0,17
Porovnanie s pravdepodobnostou
1018

6
vyzera velmi nadejne.

Ked si uz ziaci tabulku raz urobili, m6zZu ju pouzit aj pri rieSeni inych
prikladov. Napr. dvojnasobny hod kockou. Nemusia dvakrat hadzat.
Tabulku za¢nu odpisovat na nahodne vybratom mieste (napr. od 9. ¢islice
v druhom riadku). Tieto Cisla budu predstavovat vysledky prvého hodu.
Potom opit vyberieme nahodné miesto v tabulke (napr. 4. Cislicu vo 4.
riadku). To budu vysledky druhého hodu. Dostaneme nova tabulku
usporiadanych dvojic:

Marmd s el 1] D2AP
(4. 4] [1.3] 3. 4] ad

Priklad 2. Aka je pravdepodobnost toho, Ze pri dvojndsobnom hode
kockou Sestka padne aspon raz?
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Tu mame celkom 36 =6.6 rovnako pravdepodobnych vysledkov, teda
£ pozostava z 36 prvkov — usporiadanych dvojic Cisel 1, ..., 6. (Este inak
povedané Q = Q,x Q,, kde Q, = {1,2,...,6}). Mnozina A, ktorej
pravdepodobnost hladdme, pozostava z tych dvojic, v ktorych aspon jeden
Clen je Sestka. Takych dvojic je celkom 11 (st to dvojice [6, 6],[1, 6], ...,
b 6116 11 . [6. 5]y Prcto

P(A)= %= 0,305

Konfrontujme tito skutocnost s experimentom. Napr. my sme urobili
100 dvojic. Aspon jedna Sestka sa vyskytla v 29 dvojiciach, teda pocetnost
. padnutia aspon jednej Sestky je

29
foo
¢o opit pekne suhlasi s teoretickou pravdepodobnostou 0,305.

Priklad 3. Aka je pravdepodobnost toho, Ze pri hode mincou padne
znak ?

V tomto pripade Q2 ={w,, w,}, A = {w,}. Preto

P(A)=%=O,5

Pri experimentovani nemusime skuto¢ne hadzat mincou. MdZeme
pouzit opdt tab. 1, a to hned dvojakym spOsobom.

Prva meto6da spociva v uvedomeni si skutocnosti, Ze sa v tab. 1 rovnako
Casto vyskytuju parne a neparne Cisla. NapiSeme preto napr. vzdy 0, ak sa
vyskytlo parne Cislo, 1 v pripade neparneho ¢isla. Dostavame

11101 10010 01180 00000
01001 00001 atd.

Druht metédu dostaneme, ak uvazime, Ze napr. 5 a 6 sa v tab. 1
vyskytuji rovnako casto. Preto v tab. 1 budeme ignorovat ostatné Cislice,
zapisovat 5 v pripade jej vyskytnutia sa a 0 v pripade vyskytnutia sa Sestky.
Dostaneme tab. 2.

: Tabulka 2
505400 55 000 00550 00000
00000 0505 atd.



Takymto sposobom sme simulovali hod mincou a vyslo nam, ze z 200
pokusov znak padol 98-krat, teda pocetnost padnutia znaku bola
98
=—=9,49
200
Ked sme uz tejto tematike venovali tolko miesta, ukazeme este ako si
Ziaci sami mozu zostrojit tabulky nahodnych ¢isel 0, 1, ..., 9. Vzhladom na
to, ze sme nauceni pracovat v dekadickej sustave, je to uloha velmi
uzitocna. , :
Najprv v tab. I budeme skrtat 6 a namiesto 5 budeme pisat 0. Tak

dostaneme tabulku, v ktorej sa rovnako casto budu vyskytovat 0, 1, ...,
5 (tab. 3).

Tabulka 3
0

10343 14020 02444 23535472
4 3311 12413

atd.

Teraz skombinujeme tab. 2 a 3 tak, ze zodpovedajuce Cisla sCitame.
Mozné vysledky sa 5+0, 5+1, 5+2, 5+3, 5+4, 0+0. 0+1, 02,
0+ 3, 0+4, teda vSetky celé Cisla od 0 do 9. Z nasledujuceho diagramu
vidiet, Ze sa vyskytuju s rovnakou pravdepodobnostou

0 1 3 4

2
SN L0} /N /
(00) (05 @0 @135 20 (25 30 (35 A0 4)5)
0 5 1 6 2 7 3 8 - 9

Vysledky zaznamendame do tabulky ndhodnych cisel O, 1, ..., 9:

60843 69020 02994 23342
43311 1746 atd

Ina moznost generovania nahodnych ¢isel od 0 do 9 je hadzanie
pravidelnym desatstenom s ocislovanymi stenami. Ale k takému telesu sa
tazko dostat.

Pravdaze, najjednoduchsie je vziat knizku s hotovymi tabulkami nahod-
nych cisel (napr. V. Dupac, J. Hajek; Pravdépodobnost ve véde
a technice, Praha 1962). Nazdavame sa vsak, Ze vzacnejSimi a viac k jadru
vedicimi budu tabulky, ktoré si ziaci urobia sami.

Tabulky nahodnych Cisel maju pred experimentom este jednu vyhodu.



Vyzeraju akademickejSie, star$i Studenti sa nebudd hanbit nimi zaoberat.
Ved hrat sa s kockou ako malé deti, to im uz neprichodi.

Niektoré vlastnosti pravdepodobnosti

Pri logickej analyze mnohych tloh je uzito¢né poznat niektoré jednodu-
ché pravidla.

Veta 1. Pre [ubovolné mnoziny A, B = Q plati P(AuB) = P(A) +
+ P(B) — P(AB).

Obr. 1

Dokaz. Ak ma mnozina AnB k prvkov, mnozina A —B n, prvkov
a mnozina B — A n, prvkov, tak AuB ma celkom n,+ k +n, prvkov,
takze

|AUB|=n,+k+n,=(n,+k)+(n.+k)—k=
=|A[+|B|-|ANB]
odkial

|AuB|_|A[_ |B] _|AnB|
n @ n

P(AUB)= b

=P(A)+P(B)—P(A nB)

Doésledok 1. Ak A NB =4, tak P(A UB)=P(A)+ P(B).
Désledok 2. P(A’)=1—-P(A).



Priklad 4. Trikrat hadzeme kockou. Aka je pravdepodobnost toho, Ze
Sestka padne a) nanajvys jeden raz, b) aspon jeden raz?

Zakladny priestor € pozostava z usporiadanych trojic. Nech A, (i =0,
1, 2, 3) je mnoZina tych trojic, v ktorych je prave i Sestiek. V tlohe a)
mame pri tomto oznaceni vypocitat P(A,UA ).

Pretoze A,n A, =0, plati

5 35 200
P(AoVA,)=P(Ao)+P(A)==5+ 6 216

V tlohe b) mame vypoditat
P(A,UA,UA;)=P(A))+P(A,)+P(A;)=

38 335 1 9
T e T

Nezavislé opakovanie pokusov — Bernoulliho schéma

V ucebniciach o pravdepodobnosti sa popri hadzani kockou a mincou
najcastejSie vytahuju gulky z urny.

Majme teda v urne 3 biele a dve modré gulky. Oznaéme Q, = {b,, b,,
bs, my, m,}. Budeme z urny dvakrat tahat. To sa moze uskutoénit
dvojako:

1. po prvom tahu gulku vratime,
2. vytiahnuta gulku nevraciame.
Pri prvom spdsobe je pravdepodobnost vytiahnutej bielej gulky v druhom

tahu % , a to bez ohladu na to, aka gulka bola vytiahnuté v prvom tahu.

Ina je situdcia pri druhom spdsobe. Ak bola prva vytiahnuté gulka biela,
tak v urne zostali uz len 2 biele a 2 modré, teda pravdepodobnost

vytiahnutia bielej v druhom tahu je % Ak bol vytiahnutd gulka modr4,

tak pravdepodobnost vytiahnutia bielej gulky v druhom tahu sa bude

rovnat 2
T

Vidime, Ze pri prvom spdsobe su prvy a druhy tah ,,nezavislé*, pri
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druhom ,,zavislé*. Rozoberme si podrobnejsie prvy sposob, kedze nis
zaujima prave nezavislé opakovanie pokusov. V tomto pripade £2 pozos-
tava zo vSetkych usporiadanych dvojic prvkov z €,, teda 2 = Q,X .
(V druhom pripade je mnozina £ menSia, chyba v nej uhlopriecka
[b1, b1], [b2, b2), [b3, bs), [m4, my], [m,, m,].) Nech M, spo€iva v tom, Ze
prva vytiahnuta gulka bude modra, B, v tom, Ze druha vytiahnuta gulka
bude biela

[b1, b1, [b1, ba], [b, bs]|, [b1, ], [y, m)]
B, [bz, bl]’ [bz, bz], [bz, b3] s [bz, m|]7 [bz, mz]
[b6s, b1, [bs, 2], [bs, bs]f, [bs, mu], [bs, my)

[mi, b1], [my, bs), [m, b5}, [mi, mi], [m., m;]
[m., b\], [ma, b, [ma, bs]|. [ma, mi], [m2, m,]

M,

Vidime, ze P(anMl)—;’——z—P(Ml) P(B,). To nie je nahoda.
Veta 2. Nech Q,={w,, ..., w;}, A, Bc ,, 2 = ,%X 8, Nech A, =
= {[x,y]; xeA}, B, = {[x, y]; y e B}. Potom .

P{[x,y];xeAAnyeB} = P(A,nB,)=P(A,) P(B,)
Dokaz. Nech A ma m prvkov, B ma n prvkov. Zrejme £ ma i’ prvkov,
A, mam.i prvkov, B, ma n.i prvkov, A, " B, ma m .n prvkov. Preto

P(A.)=£:.— P(Bz)—”l—=lﬂ.

P(A\nB)="5"====P(A,) P(B))

Definicia. Pokusom rozumieme [ubovolnd kone¢nu neprazdnu mnozi-
nu Q,. Nezavislym (n-nasobnym) opakovanim pokusu €2, rozumieme
(n-nasobny) karteziansky sucin Q=Q, X €, X ... X £,

Zakonitost, ktora sme si viimli vo vete 2, sa zachova aj pri 7-nasobnom
opakovani.

Priklad 5. Hadzeme trikrat kockou. Aka je pravdepodobnost toho, ze
prvykrat padne parne ¢islo, druhykrat neparne a tretikrat 1 alebo 2?

Pri zrejmom oznaceni plati

11



33.2

Zda sa, ze vhodnou pomoéckou pri rieSeni podobnych prikladov su
stromy logickych moznosti.

Priklad 6. Aka je pravdepodobnost toho, Ze pri $tvornasobnom hode
kockou Sestka padne prave dvakrat?

Zostavime strom logickych moznosti, pricom budeme pisat +, ak padne
6, — v pripade, Ze nepadne. Jednotlivé pravdepodobnosti sa (vdaka
nezavislosti opakovania) vynasobia.

1« 4444
e
146 __+ 5/
6 +£{ Bk
A 6
/ \—/+ $4 -
+ s S + + - -
A %6 + +-++
e

T o 4
Lt iy
6 e .
/ \ /+ -+ -+
s M.
T =44
$
\—/ gl
. e
\_ ——— —

Nech B je udalost, ktorej pravdepodobnost hladame. Zrejme
B(B)=P(t + — Y4 P(+ — + AP+ — — £)

+P(— + + =)+P(— + — +)+P(— — + +)=

1158 1315 -~ IV (5"
eeseterac ~%ls) (g

To, zZe vSetky vyskytujice sa pravdepodobnosti budu rovnaké, to sme
tusili. Preco je ich prave 6? Je to pocCet takych Stvoric, v ktorych je
+ prave na dvoch miestach. Teda je to pofet kombindcii 2. triedy zo

12



4 prvkov (t. j. dvojprvkovych podmnozin $tvorprvkovej mnoziny).
A to je

(§)-43-s

teda

4\ (12 5\
P®)=(5) (5) (&)
Zovseobecnenie sa nam priamo nuka. Pre pravdepodobnost P(B) toho,

ze z n nezavislych pokusov nastane udalost A (ktorej pravdepodobnost
je p) prave k-krat, plati

P(B)= ( )p (L p)

Pre narocnejSieho citatela to aj dokdzeme.

Veta 3. Nech A cQ,, p @9 <@ X . X Q, (nkrat)

_JAd

€]
Nech B < Q je mnozina tych n-tic, v ktorych prave k suradnic patrido A.
Potom

PB)=(;) Pt -py™

Ddkaz. Najprv poriadne dokazeme to, o ¢om sme Citatela presviedcali
v prikladoch 5 a 6. Nech u je nejaka k-prvkova podmnozina mnoziny {1,
2, ..., n}. Ak oznafime

B,={[x1,....x.]; €A pre ieu, x;e$2,—A pre iéu}

tak

P(B,)= —i

el l

)n =&
Ak totiz A k Zi ] ks
o pozostava z m prvkov a mnozina A z j prvkov (teda p m)’

13



tak pocet n-tic patriacich do B, je j“(m —j)"*, pocet prvkov mnoziny &
je m’. Preto
_]-k(m_]')n~k=(—]:—>k( __L n—k= - i .
PB)=Lml (L) (1- L) =pra-p)
Nech C je mnozina vSetkych k-prvkovych podmnoZin mnoziny

{1, ..., n}; pocet jej prvkov je (Z) Pretoze

B= v B,

ueC

a B, su navzajom disjunktné, plati podla I. ¢asti dokazu

P(B)= 3, P(B)=3 p*(1-py*=(}) 1 -p)

Pocetnost a pravdepodobnost

Na zaciatku sme radili robit experimenty, vysledky zaznamendvat
a prislusné pocetnosti porovnavat s teoretickymi pravdepodobnostami.
Pritom sme dosiahli ¢asto vyborna zhodu. Preco?

Aby sme mohli dat fundovanejSiu odpoved na tiato otazku, musime sa
zamysliet nad tym, ¢o to vlastne (relativne) pocetnost je.

Hadzeme, povedzme, 4-krat kockou a sledujme relativnu pocetnost
padnutia Sestky. V pripade zaznamenania vysledkov [6, 6, 1, 6] je ta

pocetnost 2 , v pripade Stvorice [1, 1, 6, 5] je }‘ Relativna pocetnost

(v pripade stvornasobného hodu kockou) je teda funkcia {z( , definovana

na mnozine vsetkych usporiadanych Stvoric prvkov mnoziny €,= {1, 2,

...; 6} teda na mnozine 2, X @2, X Q, X Q, Pritom k(x,, x5, x5, x4) j&

pocet Sestiek vo Stvorici [x,, X5, X3, x4]. Pravda, funkcia k zavisi od poctu n

uskutoc¢nenych pokusov (v naSom pripade to bolo n =4). Preto budeme
R ke kg

relativnu pocetnost oznacovat znakmi 4 56" pod.

14
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: C ; . : . kL .
Relativna pocetnost (mnoziny A) je teda redlna funkcia B definovana

na mnozine €, ' X Q, X .

kilx

ak prave k stradnic x; patri do A.

% €. to fak. 7e

L=k

V naSom priklade (n =4, p=é—> modze pocetnost % nadobudat
0 1.2 3 14 ; .
hodnoty YEFE o pravda, nie rovnako castQ (obr. 2)
|
|
7
.‘ l i
TR
$ g 4
Obr. 2
absolitna  relativna pocet !
pocetnost  pocetnost Stvoric pravsd e4po ot
0 0 5¢ (g) =0,4808
1 S 1
1 % . ? (—) o
- 4.5 ) =) £=0,3873
2 SNI/1 N\
2 e . z == <—> =
£ 6.5 5) £) =0.1157
3 Sy
3 o . - (—) =
- 4.5 ) 2 (5) =0.0154
1 4
4 1 1 (5) =0,0008
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Aka je pravdepodobnost toho, Ze sa pocetnost % nebude liSit velmi od

p =—6-? Zavisi od toho, ¢o budeme rozumiet pod ,,velmi‘ resp. ,,malo*.

0 1 1 2
4 6 4 4
i A 1
T v .
0,06 016 026
Obr. 3

Nech napriklad ,,mierou blizkosti* je jedna desatina (obr. 3) Pocetnost sa
1iSi od pravdepodobnosti o menej ako 0,1 prave vtedy, ked k,= 1. (Tomu
zodpoveda ploska vysrafovand na obr. 2.) Pravdepodobnost toho je

P(k41 1 (5

4 3
= <o,1) CPU=1)= (1> < <g) -0,38
To nie je vela, ale zodpoveda to malému poctu uskutocnenych pokusov.

4 6 ,

7
2 b

L T )

g 2
6 B

4o

0,06 0,16 0,26

Obr. 4

Urobme teraz 8 pokusov. Aka je pravdepodobnost toho, Ze pocetnost

16

NS S e S0 T S R R R R S A R e



% sa bude od —é lisit o menej ako 0,17

o

%—é‘<01) Plk.— 1)+ Bk =2) -

ECRCEE R

Pre n =12 su uz tri hodnoty, pre ktoré 12 6

Preto

k,
P( T§2 6(<01 =P(ki»=1)+P(ki,=2)+P(k;=3)=

-(Ds@+(DE @ (5 E @) -

Uz na tychto prikladoch vidime (hoci n bolo dost malé), Ze spejeme
pomaly, ale iste k ,,istote*, Ze odchylka medzi poCetnostou a pravdepo-
dobnostou nepresiahne pripustnid toleranciu (¢ =0,1).

Na rozdiel od inych zakonov matematiky tato ,,istota‘* nie je stopercent-
na. Moze sa stat aj to, Ze pri nejakom opakovani sa tolerancia porusi. Ale -
to je malo pravdepodobné. (Napr. pri dvanastnasobnom opakovani sa to
moze stat tak v 23 pripadoch zo 100.)

Zhoda medzi pravdepodobnostou a pocetnostou nie je nahodna. Vyply-
va napr. z nerovnosti

P((%"—pi<s)él—hl?g *)

ktord plati pre kazdé n e N a kazdé £ >0 a ktord dokazeme (opit len pre
velmi trpezlivych citatelov) v dodatku.

Posledne uvedena nerovnost nam umoznuje odhadovat neznamu prav-
depodobnost. Predstavme si napr. obrovské mnozstvo vyrobkov, z ktorych
je urcité percento chybnych. Toto percento nepozname, to by sme museli
preskusat kazdy vyrobok. Namiesto toho preskusame len urcité mnozstvo
z nich, povedzme n. Z nich bude chybnych k,. Na posudenie percenta

17



nepodarkovosti budeme mat k dispozicii podiel k,/n namiesto presného
.
Lenze (*) nam dava aj odhad ¢isla p

P(I—(f—£<p<&+£>§l —Lz
n n ne

Cislo n pozname, dokonca sme ho volili, to je pocet opakovanych
pokusov, k, sme namerali, € je nami zvolenad tolerancia. Dostavame

] k., k. . .
interval ( S £, ;+ 8), v ktorom sa p nachddza s urcitou pravdepodob-

nostou. Ta je dost velka, blizi sa k istote, ak je dost velky sucin ne’. To
moézeme dosiahnut dvojako: bud zvacSovanim 7, alebo (do urcitej miery)
zvacSovanim g, teda zvacSenim tolerancie.

Treba priznat, Ze je to odhad dost mizerny. Napr. pri € =0,1 by sme
museli urobit » =10 000 pokusov, aby sme dospeli k 99 % istote. Vtedy
je totiz

ne*=10 000.(0,1)>’=100

gk ot 6101 40,99
née

Pravda, chyba je v nasej neSikovnosti, nie v podstate veci.

Zrucny Statistik by pri takom velkom pocte pokusov vedel s 99 %
istotou povedat, Zze neznama pravdepodobnost sa od danej pocetnosti
bude liSit o menej ako € =0,005. Na toleranciu € =0,1 by stacilo uz 100
pokusov pri 99% istote. (O tychto odhadoch sa mozno doditat napr.
v ods. 11.12 knihy J. Hatleho a J. LikeSa: Zaklady poc¢tu pravdepodob-
nosti a matematické statistiky, Praha 1972.)

Dodatok — dokaz zakona velkych ¢isel

Lema. Pre [ubovolné n e N, p e R plati

3 (E-p) (7) pta-py-2EZE2

n

18



. . k - - o . .
Déokaz. Dvojclen (; = p) umocnime, a potom zvlast vypoc€itame sucty

2 ( ) p* (1 —py+=p+ =R 1)
SR (M pa-pyt=-22' . - @
é)pz (Z) PPy op 3)

Zo vztahov (1)—(3) uz lfahko dostaneme, ze

0] (o=

p(1-p)
n

2_p(1 “’P)
P ol i o

-2p*+p

Rovnost (3) dostaneme priamo z binomickej vety
= n e n 2
;)pz (k) P (T 2 pRHE(] i
Aby sme dokazali (2), pouzijeme najprv vztah k (Z) = n( nol )

k—1
i ;gk—p(,'(l) pil-p) '~

k=0 I

—gp > ( )p*(l . -

k=1

2 ( l\p“ ‘(1 gy: =

= —2p"(1+(1—p))y ' = —2p’

V pripade (1) musime predosli procediru urobit dvakrat:

< k_2 n k ik 1 4 n—1 k nekl
;)nz(kﬁ(l Byt Elk(k_l)p(l*p) =

19



=25 Z (k-D+1) (5 71 ) pra-py=

n
__1_ % k(1 _ p\n—k P_ Gnl kit L oAmc k|
nz )p(l p) +nk§=:.(k—1>p (Lrey =

-1 &(n—-2 . L
=2 k=2(',§_2)p*(1—p)"*+—§—(p+(1—p)) =

n-1 . >, D p(1-p)
= + - n—2 / st 2
= R p)) kot

Veta 4 (zakon velkych cisel). Nech A je nejaka udalost, ktorej
pravdepodobnost je p. Nech k, je pocet tych pokusov (pri nezdvislom
n-nasobnom opakovani), v ktorych udalost A nastane (t. j. pocet surad-
nic, ktoré patria do A). Potom pre kazdé £ >0 plati

lim P( %—p

n—soo

<e)=1

Dokaz. Nech a je mnozina tych k spomedzi 0, 1, ..., n, pre ktoré€ plati

k_
i

=¢

Potom

;e)%E P(k,=k)=

kea

p(_k__
=D

=1 =2 P =K)=

kea

lIA

=P (5_,,)2 (Jpra-pr=

kea \N

%> (5—p)2(2) pil=p)iin

€ k=0 \NN

A

il p 1
ne: . one
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Odtial zase

A

<£)=1-P(!%-—p
1
= _ =
=

ie)é
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