MATEMATICKE OBZORY 10/1975

ROZHODOVANIE, HRY A EXPERIMENT II

ANDREJ PAZMAN, Bratislava

III. Jednoduchy model statistického rozhodovania
Definicia 4. Jednoduchy model Statistického rozhodovania je Stvorica

{6,A,L.(Z.{p(.]9).%eO}}

kde ©, A, Z si mnoziny, L je redlna funkcia na © X A a pre kazdé ¢ € O,
p(.|®) je rozdelenie pravdepodobnosti na Z (presnejsie: na vhodne zvolenej
o-algebre podmnozin mnozina Z). © sa nazyva mnozina stavov prirody, A je
mnozina rozhodnuti, L je stratova funkcia (rozhodovatela), Z sa nazyva priestor
vysledkov experimentu a (Z, {p(.|%), & € ©}) sa nazyva (Statisticky) experi-
ment.

V priklade 2 obchodnik rozhoduje medzi dvoma alternativami: alternativou a,
— objednat zasielku, alternativou a, — neobjednat zasielku. Teda A = {a,, a.}.
Symbolom @#, oznac¢ime slne¢ni sezonu, symbolom ¢, ozna¢ime dazdivi sezonu.
Teda @ ={18,, &,}. Cislo L (¢, a) musi vyjadrit stratu rozhodovatela (obchodni-
ka), ak @ je stav prirody a a je rozhodnutie rozhodovatela. Tabulka stratovej
funkcie v priklade 2 je:

#, #,
a, — 5000 +2000
a, 0 0

Obchodnik pri svojom rozhodovani pouziva predpoved meteorolégov, ktori
namiesto neho vykonali experimenty, aby zistili pocasie v letnej sezone. Z pozicie
obchodnika su dva moZné vysledky experimentu meteorolégov: z, — predpoved
slnec¢nej sezony, z, — predpoved dazdivej sezony; Z ={z,, z,}. Pritom

p(zllﬂl)=0775 ; p(z,]9,)=025
p(z:|8,)=025; p(z,]8,)=0,75

Definicia 5. Rozhodovacia funkcia je zobrazenie mnoziny Z do mnoziny A.
Rozhodovacia funkcia sa musi zvolit tak, aby umozZnila indukovat rozdelenie

19




pravdepodobnosti p (.|#); ¢ € © do mnoziny A (vo vSeobecnosti sta¢i vhodna
definicia meratelnosti rozhodovacej funkcie) a tak, aby existovali dalej uvedené
sumy (vo vSeobecnosti nahradené integralmi).

Stredna strata pri rozhodovacej funkcii A sa rovna:

r (¥, A)=.€EZL(19|A(Z))P(Z |9)
a nazyva sa riziko rozhodovatela.
V priklade 2 sa $tyri rozhodovacie funkcie:
A(z)=a,; A(z)=a,; A(z)=a,; Alz)=a,
A(z)=a,; A(z)=a, ;5 A()=a,; A(z)=a,
Tabulka rizik je:

A, A, A, A,
¥ sed0  Lars 0 —~1250
9, 2000 500 0 1500

Dovtipny citatel si uz iste vS§imol formalnu analégiu rozhodovacieho problému
s hrou dvoch hracov, prirody a rozhodovatela, v ktorej @ je mnoZina stratégii
prirody, mnozina vSetkych rozhodovacich funkcii D je mnozina stratégii rozhodo-
vatela, vyplata rozhodovatela je zaporne vzaté riziko a vyplata prirody je 0. Preto
sa takéto rozhodovacie problémy nazyvaju niekedy hry proti prirode.

Existuju jednoduché zasady ako vyeliminovat niektoré zbytoné rozhodovacie
funkcie. Aby sme formalizovali postup takejto elimindcie, zavedieme relaciu
dominancie medzi rozhodovacimi funkciami nasledujicim spésobom. Rozhodova-
cia funkcia A dominuje rozhodovaciu funkciu A’ (zna¢ime A = A’), ak pre kazdé
? €O je:

r(B,A)=r(0,A)
Rozhodovacie funkcie A a A’ si ekvivalentné (A~A'"), ak pre kazdé ¢ € @
r(, A)=r(%,A’)

Relacia dominancie je Ciastocné usporiadanie mnoziny rozhodovaach..funkcu
D. Piseme A>A’jak A= A';, ale nie je A~A’.

Definicia 6. Rozhodovacia funkcia A € D je pripustnd, ak neexistuje A’ € D
takd. 7e A=A
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Definicia 7. Mnozina C c D je tpind, ak pre kazdé A € D — C existuje A’ € C,
Ze N > A

Pri analyze rozhodovacieho problému snazime sa ndjst o najmensiu uplnu
mnoZinu rozhodovacich funkcii a zbavit sa nepripustnych rozhodovacich funkcii.

V priklade 2 dplnou mnozinou rozhodovacich funkcii je {A,, A,, A;}. Je to
najmensia Uplna mnozina (presvedcte sa!). Rozhodovacie funkcie A,, A,, A, si
pripustné, rozhodovacia funkcia A, nie je pripustnd (je to preto, lebo A,
predpisuje zvolit rozhodnutia, ktoré st v rozpore s predpovedami meteorologov).
Vo vieobecnosti plati tato veta: :

Veta 6. Ak mnozina vSetkych pripustnych rozhodovacich funkcii je uplna, tak je
minimdlna uplnd (je dplna a je podmnoZinou kazdej uplnej mnoZiny rozhodova-
cich funkcii). Ak minimalna dplnd mnozina existuje, tak je tvorena prave vsetkymi
pripustnymi rozhodovacimi funkciami.

Dokaz. Lubovolnd uplnd mnozina C obsahuje vSetky pripustné rozhodovacie
funkcie. Skutocne, ak A ¢ C, potom existuje A’ € C takd, ze A>A, a teda A nie je
pripustna. Preto mnozina vSetkych pripustnych rozhodovacich funkcii je podmno-
zinou prieniku v§etkych iplnych mnozin a je minimadlna upln4, ak je sama uplna.

Naopak, ak C, je minimdlna Gplna mnoZina a A € C,, potom A je pripustna.
Keby totiz existovala A’ € D takd,ze A’ > A,potom aj C, — {A} jetplnd mnozina
a C, nie je minimalna. (PresvedCte sa, ze C,—{A} je tplna. Predpokladajte
najprv, ze A' € C,, potom ze A’ ¢ C,).

Obchodnik pravdepodobne nebude spokojny = minimdlnou taplnou triedou, t. j.
s radou, Ze nesmie volit rozhodovaciu funkciu A,. Velmi opatrny obchodnik moze
uvazovat takto: Zo vSetkych rozhodovacich funkcii najmensie maximalne riziko

(min max r(#, A)) je pri rozhodbvacej funkcii A,. T4, pravda, vyzaduje neobjed-
A o

ndvat zédsielku (a zlikvidovat obchod). Opatrny obchodnik vlastne pouziva rovno-
vaznu stratégiu v antagonistickej hre dvoch hracov (@, D, r). Vidno, Ze riesenie
takej hry nie je velmi vhodné pre hry s prirodou.

Do analyzy problému musime vtiahnut dalSiu (tzv. apridornu) informdciu, ktora
poskytuje v priklade 2 skusenost z predoslych rokov. Rozdelenie pravdepodot;-
nosti £ na mnozinu @, ktoré vyjadruje pravdepodobnost ocakdvania urcitého
stavu prirody eSte pred vykonanim experimentu, nazyva sa apriérne rozdelenie
pravdepodobnosti. Stredné riziko sa rovna:

R(A)=3 r(8,A)E(®)=

?eO

=Y Y L(# AQ)) p(z|#)E®)

te®zeZ
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Rozhodovacia funkcia, ktora minimalizuje stredné riziko, sa nazyva Bayesova
(pri apriornom rozdeleni § ).

V priklade 2 apridrne rozdelenie je & (¢#,) =2/3 (relativna pocetnost slnecnych
sezén) a &(&#,)=1/3. Stredné rizikd si R (A,)= —2666, R (A,)= —2500,
R (A,)=0. Teda optimalna (Bayesova) rozhodovacia funkcia predpisuje objednat
zasielku bez ohladu na predpovede meteorologov.

Obchodnika moze zaujimat stabilita optimdlnej. (Bayesovej) rozhodovacej
funkcie pri zmene apriérneho rozdelenia pravdepodobnosti. Treba zistit, pri akych
rozdeleniach pravdepodobnosti &

a) A, je bayesovska, alebo b) A, je bayesovskd, alebo c) A, je bayesovska.
a) Riesenim su vsetky &, =& (8#,), §,=&(¥,), pre ktoré plati:

—5000 &, +2000 £&,=R (A,)=<R (A,)= —3750 &, + 500 E,

—5000 &, +2000 §,=R(A))=R (A))=0;

£.=0, &=20, E +&=1

VyrieSenim tychto nerovnic dostaneme:
' ‘ 1Z£,26/11, &=1-§,
b) Podobne z nerovnic
R(A))=R(4A)
R(A))=R(A), §,20 » & +&=1

dostaneme :

2/15=§,=6/11 ; §E,=1-§,

¢) Z nerovnic

R(A)=R(A); R(A)=R(A))
E,=0, &=20; & +E&=1
dostaneme :
0=§,=2/15; §E,=1-§,

Vidime, Ze rozhodovacia funkcia opatrného obchodnika je odévodnena len vtedy,
ak z 15 sezon bolo 13 dazdivych.

V priklade v dvode ¢lanku mnozina @ je dvojprvkova (Martin je v Bratislave
alebo je v Trnave), podobne mnozina A (Jozef cestuje, resp. necestuje do
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Trnavy). Stratova funkciu tvori 400,— K¢&s zisk minus pripadné vydavky na vlak
do Trnavy. Priestor vysledkov experimentu si mozné sposoby rozlozenia predme-
tov v izbe. Apriornu informaciu mozu poskytnit znalosti o Martinovych zvykoch.

IV. Porovnavanie regresnych experimentov

V predchadzajucej casti sme videli, Ze vysledky (Statistického) experimentu
tvoria dolezity podklad pre rozhodovanie. V pripade, Ze modzeme ziskavat
informdciu z réznych experimentov, stojime pred problémom rozhodnit, ktory
experiment je najlepsi.

Takze proces rozhodovania a proces ziskavania informacie pre rozhodovanie sa
mozu Casto prelinat zlozitym sposobom. My si problém zjednoduSime a budeme
uvazovat len ulohy optimdlneho navrhovania takych typov experimentov, aky je
opisany v priklade 4. Aj na tomto type experimentov iba porovname dve kritérid
optimality experimentu pomocou fundamentdlnej vety teorie hier.

Najprv musime ¢o-to povedat o tom, ako sa odhaduji parametre a,, a, z
vysledkov experimentu (t. j. ako sa vypo€itaji hodnoty tychto parametrov tak, aby
sa Ciastotne kompenzovali chyby, ktorych sa Studenti dopustili pri pozorovani
volného padu). Predpokladdme, Ze Citatel vie pracovat s vektormi a maticami a ze
ma najelementdrnejsie znalosti zo Statistiky, t. j. vie ¢o je to nahodna premenna,
stredna hodnota a disperzia (rozptyl) ndhodnej veli¢iny a kovariancia dvoch
nahodnych veli¢in.

Zacneme zavedenim niektorych oznaceni. (Takyto zaciatok je sice nudny, ale
zjednodusi dalsi vyklad.) Oznacime y,, ..., ys (chybné) hodnoty poldh s(z,), ...,
s(ts), ktoré namerali Studenti. St to realizdcie ndhodnych veli¢in a pre stredné
hodnoty a disperzie tychto ndhodnych veli¢in plati:

Ey, =s(t) ; i=1,....5
Dy, =E|[y,— Ey.}=0%; i=1,..,95
kde sice nepozname hodnotu o?, ale v dalSom sa ukaze, zZe ju ani nepotrebujeme
(staéi, Ze Dy, je konStantné pre i=1, ..., 5).
Ozna¢me:

fot)=1t ; fl(’)“_'tz_zl

=) i e =)

i <(l)>
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Z koeficientov f(t,), fi(t); i=1, ..., 5 vytvorime matice F a M

L ). (1)
Bl

M=FF=3 1(0) (1)

kde ' oznaéuje transpoziciu (vymenu riadkov za stipce).
Odhady a,, d, budeme hladat v tvare

s s
4,= 2 Ly, ; a,= 2 hy, (12)
izl i=1

kde /,, ..., s, h,, ..., hs st vhodne zvolené ¢isla. Tieto budeme volit tak, aby
a) bolo zarucené, ze stredné hodnoty odhadov d,, d, sa rovnaji skutocnym
hodnotam parametrov

Eé,=a,; Ed,=a, (13)

b) disperzie ndhodnych veli¢in 4,, d, boli minimalne spomedzi vSetkych nahod-
nych veliéin tvaru (12), ktoré spiiaji rovnosti (13).

Podmienka a) zarucuje, Ze sa vyhneme tomu, €o sa nazyva systematickd chyba,
podmienka b) zarucuje, Ze tzv. ndhodna chyba bude minimalna (v priemere).

Veta 7. Odhady, ktoré spinaji podmienky a), b), maji tvar

a() s -1
(a,)‘M g
kde ¥y = (y,, ..., ¥s)
t. j. v (12) treba zvolit
k=M F ) i=1.,5
. (14)
h={M'F'}, ; i=1.....5
Disperzie tychto odhadov su diagondlne elementy matice M™':
Da,=o*{M'},,
(15)
Dd,=0*{M'},,
Lema. Nech @’ =(a,,...,a,),b'=(b,, ..., b,). Potom
(a’'b)’<(aa) (b'b) (16)

Doékaz. Z elementirneho vztahu a’—2ab +b*=(a—b)*=Z0 (a, b =redlne
¢isla) vyplyva:
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i=1 i=1

bt - J
P——
Ms

2
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M=

oo o

=
| SRS |
5

S¢itame (17) podla i a dostaneme :

(i a,-b,-) = [i a; i b,-z]m

i=1
z ¢oho vyplyva (16).
: . _
Dokaz vety 7. Odhad d,= >, Ly, ma dosperziu
i=1

Di,=E [2 Ly, —}j‘; 1,.s(t,.)]2 :

= 3 HE [y =@y —5() as)

ij=1

Ale
Ely=s(t)f=0’;:i=1...5a

Ely —stt)]lly —s(t)1=0 prei#j.i j—1,....5

(Studenti pozoruju nezavisle, a preto vysledky pozorovani si nekorelované). Preto
z (18) vyplyva:

Da,=a’l'l (19)
kde sme pouzili zapis I' =(/,, ..., [s)
Rovnosti
s@)=ag+3 625 i=1,...5 (20)

sa pomocou maticovej symboliky a vztahov Ey,=s(t); i=1, ..., 5 daju zépisat’
v tvare

Ey=Fa 1)

Ak vyuzijeme (21) a vztah a,= e'a, ahko zistime, Ze prva z podmienok (13) je
ekvivalentnd podmienke : Pre kazdy dvojprvkovy vektor a plati:

e'a=I'Fa
a teda je ekvivalentna podmienke
Fl=e (22)
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Ako dosledok dostaneme, ze na dokaz vety potrebujeme vlastne vybrat / tak,
aby sme minimalizovali vyraz I'l (pozri (19)) za podmienky (22).
Pre kazdé a plati:

(e’ay=[(F'IYa =[I'(Fa)]=
=I'l(Fa)’' (Fa)=1I'l .a’'Ma . (23)

Tu sme pouzili rovnost (22), a nerovnost (16) pre vektory /, Fa, a definiciu matice
M. Z (22) vyplyva:

a’'Ma o

pre kazdy nenulovy vektora@ a kazdy vektor /, ktory spina podmienku (22). Lahko
sa presvedcime, ze v (24) mozno dosiahnut rovnost, ak za I dosadime I =e’'M~'F’
(vzhode s (14)) a zaa dosadime M~'e. Pritom prava (i lavd) strana v (24) sa bude
rovnat vyrazu

I''=e’'M'e={M"'}, . (25)
V suhlase s (19) sme tym dokézali aj rovnost (15).

Podobnym sposobom vykondame dokaz aj pre odhad parametra a,.

Vidime, Ze prave matica M rozhoduje o presnosti odhadov parametrov, a teda aj
o mnozstve informdcii, ktoré sme ziskali z experimentu. Preto sa tdto matica
nazyva informac¢na matica.

Predpokladajme teraz, Ze pocet Studentov pozorujucich volny pad, je velmi
velky (=N) a ze pozorovania sa mozu vykonavat len v niektorych z presne
stanovenych Casov t,, ..., t,. Budeme hladat vhodny asymptoticky vyraz pre
informac¢nu maticu v pripade, Ze N rastie do nekone¢na. Takyto asymptoticky
pristup zjednodusi celd tedriu. (Napokon v matematike sa s oblubou pouZivaju
limitné utvary ; vSetci vieme, ako je vyhodné pouzivat redlne cisla, ktoré su vlastne
limitami postupnosti raciondlnych gisel.)

Ozna¢me n;, pocet Studentov, ktori sucasne pozoruji volny pad v case ¢ .
(i n; = N ; moze byt aj n, =0.) Potom informa¢ni maticu M mdzZeme pisat v tvare

M:Nifmwvuam

kde & (z, _ﬁk je relativna pocetnost pozorovani v Case t, . Pretoze pre N— x,
relativne pocetnosti konverguju k pravdepodobnostiam, budeme pre ITubovolné
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rozdelenie pravdepodobnosti & na mnozine T = {t,, ..., t, } definovat normovanu
informa¢ni maticu M (&) vztahom

M(§)=§ £(6) £(1) E(t) (26)

Vsimnime si, Ze rozdelenie pravdepodobnosti & presne urCuje, v ktorych
¢asovych okamihoch mame merat. Ak £(z)=0, tak v Case t, nerobime Ziadne
pozorovania. Ak & ()>0, tak v ¢ase ¢, robime pozorovania, pricom pocet tychto
pozorovani je umerny Cislu & (). Preto kazdé rozdelenie pravdepodobnosti § na
mnozine {¢,, ..., t,} nazveme ndvrhom experimentu.

Suvis s rozhodovacim modelom z ¢asti IT1

Optiméalny navrh na urCenie parametra a, (pociato¢nej rychlosti padajiceho
telesa) je ten, ktory minimalizuje

{M'(E) },

Naproti tomu optimdlny navrh na urenie parametra a, (gravitatného zrychlenia)
je ten, ktory minimalizuje

(M (&) )2

Sotva vsak ndjdeme taky navrh experimentu &, ktory sticasne minimalizuje oba
diagonalne elementy matice M~'(§). Navrhovatel experimentu musi rozhodnit,
ktory navrh experimentu sa ma zvolit, pricom nevie, ktory z parametrov a,, a,
bude dolezity. Formdlne mdme teda rozhodovaci problém, podobny ako v III.
¢asti a mozeme hladat uplné mnoziny ndvrhov experimentov a pripustné navrhy
experimentov.

Na rozdiel od obchodnika v priklade 2, vo vSeobecnosti nemame moznost ziskat
apriornu informéciu o tom, ktory z parametrov a,, a, bude dolezitejsi, a musime
prejst ku kompromisnym kritéridm optimality navrhu experimentu, ktoré zaru¢u-
ju, Ze oba parametre budu dost presne odhadnuté.

s _es

Porovnavanie kritérii optimality
pomocou fundamentalnej vety teorie hier

Kritérium D -optimality. Navrh experimentu £* je D-optimadlny, ak
P : y

det M(E*)=max det M(§)

EeZ
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Minimaxné kritérium optimality. Navrh experimentu & je minimaxne optimal-
ny, ak plati:

max f'(t) M~ (§) f(r,)=

el

=min max f'() M (§) f(¢r,)
EE€S uel
e T=0,, ....¢). ,
Kritérium D -optimality je prirodzené, lebo ¢im vacsi je det M (& ), tym mensi je
det M '(&§)=[det M(&)] ', a teda ani diagondlne elementy matice M~'(§ ) nemo6zu
byt ,,privelké*. Minimaxné kritérium vyzaduje podrobnejSie vysvetlenie. Podla
(20) mozeme pisat

s(t)=F()a

Presni hodnotu s(¢,) nepozname, mdézeme ju vSak odhadovat podobne, ako
odhadujeme parametre a,, a,. Ak v dokaze 7 vety zamenime vektor e za vektor
f(t) a zopakujeme cely dokaz, zistime, Ze disperzia odhadu pre s(#) je umerna
¢islu

') M'E)f(1)

(porovnaj so vztahom (25)). Teda

max f'() M"'(§) £ (1)
€T
je maximalna disperzia odhadnutej drahy telesa.

Obe kritéria optimality zdanlivo vobec nesuvisia. V skutoc¢nosti plati nasledujui-
ca veta.

Veta 8. Nech existuje D-optimalny ndvrh experimentu &* a minimaxne
optimalny navrh experimentu & a nech existuji matice M~'(£*) a M~'(£). Potom
navrh £ je D-optimalny a navrh £* je minimaxne optimalny.

Déxaz. Nech &, n si také navrhy experimentu, Ze existuji matice M~ '(§),
M- '(n). Matica A=M'(§) M(n) je pozitivne definitnd, to znamena, pre kazdy
nenulovy vektor b plati b’Ab>0. (Dokaz vyplyva v podstate z toho, ze

b’M(&)b=i (b'f(1,))* E(1,)=0 pre kazdy vektor b). Matica A ma vsetky
k=1

vlastné hodnoty kladné (Cislo A je vlastne hodnota matice A, ak existuje nenulovy
vektor b taky, ze Ab=Ab: pocet linedrnych nezavislych vektorov b, ktoré
vyhovuju tejto rovnosti, nazyva sa nasobnostou vlastnej hodnoty A ). Stopa matice
A. Sp A je sucet diagondlnych elementov matice A. Plati:
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detA=[] A% 27)
4

SpA=2 ki (28)
&

} Sp A= (det A)'” (29)

kde k; je nasobnost vlastnej hodnoty A, r je rozmer matice A a sucin v (27) a sucet
(28) prebieha cez vsetky vlastné hodnoty matice A. Nerovnost (29) je dosledkom
rovnosti (27) a (28) a znamej nerovnosti medzi aritmetickym a geometrickym
priemerom.

Nech € >0 je dané ¢islo. Oznac¢me =, mnozinu vSetkych navrhov experimentu §
s vlastnostou, Ze vSetky vlastné hodnoty matice M(§) su vicsie ako ¢. (Potom
existuje aj matica M~'(§). Zvolme ¢ tak, aby Z, # @ a uvazujme antagonistickd hru
dvoch hracov, v ktorej mnoziny stratégii oboch hracov si rovnaké a rovnaju sa =, .
Vyplatna funkcia prvého hraca je H(&, n)=Sp M (§) M'(n), kde & je stratégia
hraca I, n je stratégia hraca II. MnozZina Z, je konvexna (zrejme) a je kompaktna
(t. j. uzavretd a ohraniend) v p-rozmernom euklidovskom priestore. Funkcie
H(., n) je linedrna na Z, pretoze

Sp M(E) M(1) =3 Sp {£(1) 1'(6) M~ ()} £ (1) =
=3 1) M) () () (30)

Funkcia H(E ,.) je konvexna na E, (porovnajte: redlna funkcia f : x € (0,
1 . .
1)>x € (0, 1) je linedrna a funkcia ¢ : x € (0, 1)‘—>; € (1, ») je konvexnd).

Podla 3. vety hra (Z,, E,, H) ma hodnotu v, a obaja hraci maji rovnovazne
stratégie &, , n,. '
Oznaéme E* D-optimalny navrh a £ minimaxne optimalny navrh a nech ¢ >0 je

—

tak zvolené, ze £*, £Ee E,. Plati:

r=SpM(£,) M'(§) (stopa jednotkovej matice)

-

= inf SpM(E, )M '(n)=v, (veta 2)

neZe

Podobne
r=Sp M(n,) M~'(n.)
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=sup SpME)M ' (n,) =,
EeZ

a teda
r—v. (31)
Dalej plati:
M Ve ; .
[%%T‘L(%T)] (§* je D-optimalny)
é% Sp M(£*) M~'(§) (nerovnost (29))

g} sup (1) M™'(§) F(E) (1) (podTa (30))

- inf sup £(£) M'(n)f(z) (£ je minimaxne optimalny)

neZetieT

—l inf sup Sp M(&) M'(n7) (podla (30))

nes, Eex,

=’—:£= 1 (poda (31))

Posledné nerovnosti si teda rovnostami. Zo ziskanej rovnosti

det M(E*)
det M(E)

vyplyva, Ze € je D-optimalny navrh. Dalej plati podla (29)

=1

sup Sp M(£) M™'(§%)

Ee=,
- det M(&) e
il [det M(es*)] =

a teda z 2. vety vyplyva, ze £* je rovnovazna stratégia hraca II. Preto plati:

min f'(z;) M7'(§* )f(t)~SUPSPM(§)M 4E)

el

= inf sup SpM(§)M~'(n)

EeZcEes=,

= inf max f'(t;,) M~'(n) f(¢,)

nes=e tieT
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Navrh &% je teda minimaxne optimdlny. Veta je dokdzana.

Citatel moze najst metddy vypoétu optimalnych navrhov experimentov podla
roznych kritérii v [3, 4].

Zaver. Clanok splnil svoj zamer, ak sa podarilo ukdzat, Ze teériu hier mozno
motivovat jednoduchymi prikladmi, ale Ze matematicky aparat tedrie hier je
efektivny ndstroj aj na rieSenie zlozitejSich uloh (veta 8).
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