MATEMATICKE OBZORY 10 1976

VEKTORY OCAMI STREDOSKOLSKEHO PROFESORA

MILOS FRANEK, Prievidza

;
Na strednej Skole sa vektory preberaju viac z geometrického hladiska, ¢im

vlastne tento prispevok nadvizuje na prispevok [2]. Da sa povedat, Ze prispevok
[2] tu rozoberame podrobnejsie, pricom st¢asne preberime dvojrozmerovy aj
. trojrozmerny priestor s pod¢iarknutim analogii medzi nimi. Prihliada sa na sicasny
f stav v gymnaziach — na zbierku [3] a komentar [4], ale zhoda v chapani niektorych
pojmov nie je doslovnd. Text je napisany tak, aby sa dal preberat na strednej
skole, pricom sa, pravda, nezaobide bez upravy vyucujiceho (napr. pripravné
ivahy a niektoré poznamky len hovorit; priklady riesit podrobnejsie ; v humanit-
nej vetve vynechat niektoré ,,zrejmé‘* definicie, pripadne dokazy). Ani zhoda so
si¢asnymi osnovami pre gymnazia (Sk. r. 1976/77) nie je doslovna, ide vSak len
o zmenu poradia: najprv prebrat vektory a az potom ich pouzitie v analytickej
geometrii. V druhom roéniku v prirodovednej vetve sa to da urobit napr. tak, Ze sa
z goniometrickych funkcii preberi len definicie a grafy, ¢im sa ziska c¢as na
dobratie analytickej geometrie linearnych utvarov uz v druhom ro¢niku. Vsetky
vlastnosti goniometrickych funkcii sa potom preberu v tretom ro¢niku. Vyhoda je
v tom, Ze mozno v triede pouzivat zbierku [3] aj na metrické vlastnosti, ¢o bez
spomenutého presunu nebolo mozné (zbierku dostavaju len Ziaci druhého ro¢nika
a vyuCuje sa to na zaciatku tretieho). :

Po prebrati kazdého mensSieho celku su uvedené nadvidzujice ulohy z [3],
oznacené sposobom ,strana/Cislo dlohy*, pricom index R oznacuje rieSené
priklady

Pojem vektora

Na vyjadrenie velkosti pouzivame v geometrii napr. isecky, na uréenie smeru st
vhodné priamky a pre orientovany smer polpriamky. Aby sme mohli sicasne
vyjadrit velkost aj (orientovany) smer — ako to Casto potrebujeme nielen
v matematike, ale aj vo fyzike — zavadzame osobitné ttvary, nazyvané vektormi.
Vektor mozno udat usporiadanou dvojicou bodov [A, B]; jeho velkost bude
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vzdialenost | AB| (takyto zipis vzdialenosti budeme pouzivat aj dalej), jeho

orientovany smer bude dany napr. polpriamkou AB (o smere a orientécii budeme

hovorit len pre A # B). Treba teraz povedat, kedy usporiadané dvojice [A, B],
[A,, B,] ur€uju ten isty vektor. To mozno urobit napr. tak, Ze vyzadujeme rovnost

vzdialenosti |AB|=|AB,| a pre A#B, A,+B, aj rovnaky smer (t.]j.

AB||AB,)i,sthlasnii orientovanost danych dvojic (graficky vyjadreni sipkami

— pozri obr. 1). Na intuitivnu predstavu to tiplne staci, no pri presnej definicii by
sa musel definovat pojem orientdcie. Pouzijeme vSak ind cestu: o dvojiciach
bodov [A, B], [A,, B,] povieme, Ze st ekvipolentné a napiSeme [A, B]~[A,, B,],
ak dvojice [A, B,], [B, A,] maji spoloény stred (stredom dvojice [M, N]
rozumieme stred usecky MN, ak M# N, resp. bod M, ak M =N).

Zvolend priamku, rovinu alebo priestor (hociktoré chdpané ako zakladna
mnozina bodov) budeme (v tomto poradi) nazyvat aj jednorozmerny, dvojrozmer-
ny alebo trojrozmerny euklidovsky priestor a oznacovat E,, E,, E;. Spolo¢né
oznacenie bude E, (kde n =1, 2, 3) — pouzije sa pri uvahach, ktoré si analogické
pre.E, . E, aj E,.

A e
. =l /152 . B,
S B, /
/
A A

Obr. 1

Definicia vektora. Nech A, B € E,. Vektorom AB (struéne: vektorom) nazyva-
me mnozinu vSetkych usporiadanych dvojic bodov z E,, ktoré si ekvipolentné
s dvojicou [A, B]. Kazdi z nich nazyvame umiestenim vektora AB. Pre n =1

hovorime o jednorozmernych vektoroch (vektoroch na priamke), pren =2 an =3
o dvojrozmernych a trojrozmernych vektoroch (o vektoroch v rovine a v
priestore).
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Poznamky

a) Na oznacenie vektorov budeme pouzivat polotucny typ pisma kurz., napr.a

(Citaj : ,,@-vektor*). Grafickym znazornenim vektora @ je hociktora Sipka spajaju-

ca pociatocny a koncovy bod (t. j. obraz prvej a druhej zlozky) hociktorého jeho
umiestenia (pozri obr. 1).

b) Z obr. 1 (zachytavajiceho pripad, ked A, B, A, B, nelezia na priamke)
vidime, Ze ak [A, B]~[A,, B,], tak | AB|=|A,B,|, AB|| A B, (alebo AABS,
AB,A,S,) a sihlasnd orientdcia je tiez ,,zrejma‘“. Vektor sme teda zaviedli
v ,,napldnovanom*‘ zmysle.

c) Z definicie aj obrazka vidno aj to, Ze vektor je posunutie, CiZe druh

zobrazenia priamky (roviny, priestoru) do seba. Podrobnejsie: Ak a = AB, tak @

je posunutie, ktoré zobrazuje bod A do bodu B (teda @: A — B alebo a(A )= B)
a hociktory bod A, do bodu B, simerného s bodom A podla stredu S, dvojice [B,
Al

d) Lubovolny vektor je mnozina v§etkych svojich umiestneni (bodovych dvojic
ekvipolentnych s niektorou vybratou dvojicou). Dvojica [A, B] je umiestenim

vektora @ prave vtedy, ked @ = AB. Formalne:

[A,Blca < AB=a
V podstate to isté vyjadruje ekvivalencia

AB=CD<[A, B]~[C, D]

e) Z bodu c) (o konstrukcii bodu B,) vyplyva, Ze pociato¢ny bod umiestenia
vektora médze byt hociktory bod zdkladnej mnoziny, t. j. ku kazdému vektorua a

k Tubovolnému bodu M existuje taky bod N, ze @ = MN.

Priklad 1. Nech rovina E, je zdkladna mnoZina, ABCDEF je pravidelny
Sestuholnik so stredom S, dalej M={A, B, C, D, E, F, S} a vektor @ nech
zobrazuje bod S do bodu C.

a) Najdite vSetky umiestenia vektora @. ktorych pociato¢ny i koncovy bod
patria do mnoziny M.

b) Zapiste vietky rovnosti tvaru v (P)=Q, kde v € {a, EF}; P, Q € M.



¢) Vymenovanim prvkov urcte mnozinu vsetkych vektorov tvaru PO, kde P,
Q € M. Kolko ma tato mnozina prvkov?

d) Ktoré z nasledujicich vztahov si pravdivé: ASc FE, ASeAD, ASc AD,

[A, B] € AB, [A, Bl e ED, {[A, B), [S, C])cF3, [E, D]cED?
(Vysledky: a) [A, B], [F, S],[S, C], [E, D]; b) a(A)=B, a(F)=S, a(§)=C,
a(E)=D, EF(E)=F, EF(D)=S, EF(S)=A, EF(C)=B; ¢) {AA, AB, ...,

FA, AC, ..., FB, AD, ..., FC}, 19 prvkov; d) prvy, $tvrty, piaty a Siesty.)

Priklad 2. Rieste podobné tdlohy s trojrozmernymi vektormi na danom kvadri.
Priklad 3. V akom (mnoZinovom) vztahu si jednorozmerny, dvojrozmerny

a trojrozmerny vektor AB.

(Odpoved : prvy je podmnozinou druhého a ten tretieho.)

Priklad 4. Nech &isla a, b, a,, b, oznacuju body na ¢iselnej osi. Ako mozno
¢iselne charakterizovat ekvipolentné dvojice [a, b], [a,, b,]?
(Odpoved : rovnostou a +b,=b +a, alebo b —a=b,—a, a pod.)

Priklad 5. Ak AB= CD, tak CA = DB. Dokaite.

Riesenie. Ked AB=CD, tak [A, B]~[C, D], dvojice [A, D], [B, C] maji
spoloény stred, dvojice [C, B], [A, D] tiez (taky isty) CiZe [C, Al~[D, B],
CA=DB.

[3]: 15041, 151/F, 2, 152/2,, 3, 4.5, 154/6 —8.

Zakladné operacie s vektormi

S cislami mozeme vykondvat poctové vykony — operdcie. Ur¢itou obdobou
niektorych z nich st operdcie s vektormi. Napriklad, so s¢itovanim ¢isel ma mnoho
spolo¢nych vlastnosti s¢itovanie (skladanie) vektorov. Pritom obdobou nuly je tzv.
nulovy vektor, obdobou opacného ¢isla (k danému) je opaény vektor (v [2]
nazyvany inverznym) a pod.

Definicia operdacii s vektormi. Nech E, je zdkladnd mnozina, A, B, C € E,.

Nulovym vektorom 0 nazyvame vektor AA a opaénym vektorom k vektoru
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a=AB nazyvame vektor BA (oznacenie —a alebo — AB). Suctom vektorov

a=AB, b= BCrozumieme vektor AC (oznacenie @ + b) a rozdiel vektorov a, b
definujeme rovnostou a—b=a+(—b).
Poznamky

a) Da sa dokazat, Ze vyznam symbolov 0, —a, @ + b bol zavedeny korektne,

t.j. nemeni sa v zdvislosti od toho, ako definiciu pouzijeme. Konkrétnejsie: pri
definicii nulového vektora to znamend, Ze pre [ubovolné body A, B plati:

AA = BB. Pri si¢te pre a=AB=A"B',b=BC=B"C". plati: AC=A"C’ (pozri

obr. 2). Podobne pri opa¢nom vektore.

B g
- - AABC=AA'B'C
S b % i v
- b ac-Ac=-=a+b
c 1
Obr. 2

b) Z definicie vyplyvaji tieto formalne pravidla:
0=AA=BB=..,
. —AB=BA
AB+BC= AC

Najma posledné pravidlo si treba dobre uvedomit: ked chceme dva vektory scitat,
umiestime ich tak, aby bol koncovy bod umiestenia prvého ¢lena totozny
s poc¢iatocnym bodom umiestenia druhého (pozri obr. 2). To sa vzdy da (pozri
pozndmku e) za definiciou vektora).

Pri troch ¢lenoch dostaneme :

(AB+BC)+CD=AC+CD=AD

AB+(BC+CD)=AB+BD=AD

takZe zatvorky su zbyto¢né ; podobne pri viacerych ¢lenoch.



Napriklad:
- AB+BC+CD+DE=AE

Priklad 6. Udajte si vektory a, b, ¢, d v rovine, podla definicie zostrojte
vektory u=(a+b)—c—d, v=(a—c)+(b—d) a porovnajte ich.

Riesenie je na obr. 3 — vysvetlime postup napdjania (a pripadne ukdzeme, o ¢o
je prehladnejsi ako sposob pomocou rovnobeznikov znamy z fyziky). Upozornime

na to, ze U=Vv. =

Obr. 3

Priklad 7. Rieste podobni iilohu s vektormi u=(a—d)—(s+b), v=
a+(—c (bi+d).

Po vyrieSeni prikladu opit zistime, Ze u = v, ¢o vzbudzuje podozrenie, Ze pri
sCitovani a od¢itovani vektorov platia obdobné pravidla ako pri ¢islach. Skutocne
to tak je; uvedme a dokdzme aspon niektoré :

Pre Tubovolné vektory@, b, s v E, a pre nulovy vektor plati:

(1) a+tb=b+a (komutativnost suctu)

(2) (@a+b)+c=a+(b+c) (asociativnost suctu)

3) a+0=a (0 je neutrdlny prvok scitovania)
(4) a+(-a)=0 (—a je inverzny prvok ka)

Dokazy: Necha =PA, b=PB a C je bod siimerny s bodom P podIa stredu S
dvojice [A, B] (obr. 4). Potom dvojice [P, C], [A, B] maju spolo¢ny stred, Cize

Obr. 4




[P, A]~[B, C], @ = PA =BC. Podobne b = PB= AC, odkial @ + b=PA + AC=
PC=PB+BC=b+a.

(2) sme vlastne dokazali v poznamke b) za definiciou; staci polozit @ = AB,
b=BU c=CD.

(3) Prea =PA platia +0=PA+ AA=PA =q

(4) Pre @ =PA platia +(—a)=PA+AP=PP=0

Zo zakladnych pravidiel (1) az (4) sa daji odvodit dalSie — platia napr.
znamienkové pravidla pre odstranovanie zatvoriek, takze rovnost u = v z prikla-
dov 6, 7 nie je nahodna.

Ak v E, pevne zvolime bod P (nazveme ho zac¢iatkom), mézeme kazdy vektor @
jednoznacne urcit jedingm bodom A a naopak; ak navy§e zvolime aj jednoroz-
merny, dvojrozmerny alebo trojrozmerny (podla toho, ¢in =1, n =2 alebo n =3)
siradnicovy systém (ktory moze byt aj kosouhly a jednotky dizky na osiach
nemusia byt rovnaké) so zac¢iatkom P, mozemeda vyjadrit ¢islami — siradnicami
bodu A. Spresnime to:

Definicia polohového vektora a suradnic vektora. Nech E, je zdkladna mnozina
a P € E,. Polohovym vektorom bodu A € E, (vzhladom na zaciatok P ) nazyvame

vektor PA; oznaéime ho A. Ak sa navyse zvoli siradnicovy systém v E, so

zatiatkom P, tak siradnicami vektora nazyvame stradnice bodu, ktorého je
polohovym vektorom.

(Polohovym vektorom sa ¢asto rozumie len umiestenie, kde pociato¢ny bod je
zaCiatok, nie vektor ako celok. Chdpanie z definicie je vSak asi z hladiska vypoctov
praktickejSie.) Na rozliSenie budeme siradnice bodov pisat do hranatych
a stiradnice vektorov do okruhlych zatvoriek. V E, teda napr. plati: aka =A(=

PA), A =[a,, a,], tak @ =(a,, a.) (Citaj: @ -vektor rovnd sa a,, a, alebo@ ma

suradnice a,, a,).

Priklad 8. Je dany pravidelny Sestuholnik ABCDEF so stredom S, ktory
povazujeme za zacCiatok.

a)Coje A, B, S?

b) Polohové vektory ktorych bodov sii vektory AB, BC, CD v tomto poradi ?

(Odpoved: a) SA, SB, 0 b) bodov C, D, E.)



Priklad 9. V E, je dany pravouhly siradnicovy systém a obdiznik ABCD so
stranou AB na osi o,, stranou AD na osi o, a vrcholom C =[a, b]. Pomocou

stiradnic uréte AC, CD a vektor u, kde u(D)=B.

(Vysledky: AC=(a, b), CD=(—a, 0), u=(a, —b).)

Priklad 10. V E, je dany trojrozmerny pravouhly siradnicovy systém a kvader
ABCDEFGH (ABCD je stena, AE | BF|| CG || DH) s hranami DC, DA, DH na
siradnicovych osiach o,, o,, o, v tomto poradi s vrcholom F=[a, b, c].

y

Siiradnicami uréte vektory CF, EB, FD.

(Odpoved: CF=(0, b, ¢), EB=(a, 0, —c), FD=(—a, —b, —c).)

[3]: 172/37a-c.
Zavedieme dalSiu operdciu, a to nasobenie realneho cisla a vektora.

Definicia. Nech k je redlne &islo a@ = AB. Pre k=0 alebo @ =0 kladieme

ka=0. Pre k+0,a # 0 polozime ka=AC, kde | AC|=|k|.|-AB| a bod C lezi

na polpriamke AB, ak k>0, resp. na opacnej polpriamke, ak k£ <O0.

Priklad 11. Zvolte si (konkrétne) ¢isla a,, a,, b,, b, a v dvojrozmernom
suradnicovom systéme znazornite vektorya@ = (a,, a,), b = (b,, b,), podla definicie
zostrojte vektor u=2a —3b a odmerajte jeho suradnice u,, u,. Vypoctom sa
presvedéte, ze u,=2a,—3b,, u,=2a,—3b,. Vysledok signalizuje (dokazeme to
dodatoc¢ne), ze pre Tubovolné vektorya = (a,, a,), b = (b,, b,) a kazdé redlne ¢islo
k plati:

(A) (a,, a)+(b,, b,)=(a,+b,, a,+b,);

(B) —1(a, a2)=(—_a,, T ;)

(O) (a,, a))—(b,, b;)=(a,—b,, a,—b,);

(D) k(a,, a,)=(ka,, ka,)

(Porovnajte s prikladmi 3, 4 v [1].) Teda: operdcie s vektormi mozno algebricky
uskutocnovat tak, ze vykondvame prislusné operdcie s ich suradnicami.

Dokaz: Necha =(a,, a,), b=(b,, b,),a@ + b =(c,, ¢,). Priemet stredu dvojice

+
bodov [A, B] je stredom dvojice ich priemetov (obr. 5a), takze - ZC‘=s,—_-
a,+b, ..
S ¢ize ¢c,=a,+ b, a podobne ¢,=a,+b,. Preto (a,, a,)+(b,, b,)=a@ +b =

(ci, c;)=(a,+b,, a,+b,), ¢o dava (A).
Z definicie sucinu Cisla a vektora a z rovnolahlosti so stredom P a koeficientom



P ]
k (obr. 5b) vyplyva, ze pre (a,, a,)=a =PA, (b,, b,)=ka = PB (kde B je obraz

bodu A v naSej rovnolahlosti) plati b, = ka,, b, = ka,. Preto k (a,, a,)=ka=(b,,
b,)=(ka,, ka,), z ¢Coho dostavame (D).

Z definicie je zrejmé, ze —a = - la, takze —(a,, a,)= —a= —-1a= —1(a,
a,)=(—a,, —a,) podla (D), ¢&im sme dokazali aj (B). Napokon (C) vyplyva
z predoslého takto:

(a,a,)— (b, b)) =(a,, a,) + (— (b, b)) =(a,, a,) +
+(=-b,,b,)=(a;,—b,,a,—-b,),
¢im je dokaz ukonceny. :

Pre ndsobenie Cisel a vektorov platia podobné pravidla ako pre nasobenie Cisel.
Uvedme zdkladné z nich: '

Pre Tubovolné vektory @, b a pre Tubovolné Cisla r, s plati:

(5) r@ +b)=ra+rb ;
6) (r+s)a=nra+sa;
(7) r(sa)=(rs)a ;

8) la=a
Oy ¢ A Oy
= o
“ c \@ g
8 & o7 |
// | | P b1 ox
.
£ R e s
b/ 1 »T b | e |
| // I \\ | o\
e /a |
ot 0 l |
Z— I ! 1 |
P b A a, ¢ 0O L 3§
a b
Obr. 5

Dokazy vlastnosti (5) az (8) mozno pohodlne urobit pomocou siiradnic (pozri
dalej). Okrem vztahov (1) az (8) platia pre zavedené operacie aj dalSie pravidla
analogické s po¢tovymi pravidlami pre Cisla — vSetky sa vSak daji odvodit z (1) az
(8). Preto sa tieto rovnosti (s doplnenymi kvantifikatormi) beri za zaklad tzv.
axiomatickej definicie vektorového priestoru (blizSie pozri [1]), kde sa vektor
chape v omnoho SirSom slova zmysle.

Priklad 12. Dokazte vztah (5) pre dvojrozmerné vektory.

Riesenie: Nech @a=(a,, a,), b=(b,, b,). Potom r(@ +b)=r((a,. a,)+(b,,
b))=r(a,+b,, a,+by)=(r(a,+b,), r(a,+b,))=(ra,+rb,, ra,+rb,)=(ra,.
ra,)+ (rb,, rby)=r(a,, a,)+r(b,, b,)=ra+rb. (V prvej rovnosti sme pouzili
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dosadenie, v druhej (A), v tretej (D), v Stvrtej distributivnost pre Cisla, v piatej
(A), v Siestej (D) a v siedmej dosadenie.)

Priklad 13. Dokazte (6) az (8) pre trojrozmerné vektory. (Pri rieSeni by sa malo
dat ziakom urcovat, ¢o sa na ktorom mieste pouzilo.)

Linearne kombinacie

Nech r, s su redlne &isla, a, b vektory v E, . Vektor 5 g nazyvame nasobkom
vektora @ (alebo jeho linearnou kombinaciou) a vektor ra+sb linearnou
kombinaciou vektorova , b (podobne pri viacerych vektoroch). Vektory (kone¢ny
pocet) nazyvame (linedrne) zavislymi, ak je niektory z nich linedrnou kombinaciou
ostatnych. V opa¢énom pripade ich nazyvame (linearne) nezavislymi. O vektore @
povieme ze sa da umiestnit do Gtvaru U (na utvar U), ak existuje také umiestenie
[A, B] vektoraa ,ze A, B € U. Vektorya , b nazveme rovnobeznymi (kolmymi),
ak sa dajui umiestnit na rovnobezné (kolmé) priamky. Vektor nazveme rovnobez-
nym s priamkou alebo rovinou, ak sa da do nej umiestnit, a kolmym na fiu, ak sa d4
umiestnit na priamku na fiu kolmi. Poznamenajme, Ze v zmysle naSich definicii je
nulovy vektor rovnobezny s hociktorym vektorom, s kazdou priamkou alebo
rovinou v E, a je aj kolmy na kazdy z tychto utvarov. (Vyplyva to z faktu, ze
nulovy vektor sa da umiestnit do kazdej priamky alebo roviny.)

Vsetky vektory rovnobezné s danou priamkou mozno dostat ako ndsobky
jediného (Tubovolne zvoleného) nenulového vektora e, s nou rovnobezného.
Podobne mozno vsetky vektory X rovnobezné s danou rovinou o (resp. vsetky
vektory x v E,) dostat ako linearne kombinacie dvoch nezavislych vektorov e,,
e.|lo (resp. troch nezavislych vektorov e,, e,, e,). Dokdzeme to.

Tvrdenie o vektoroch rovnobeznych s priamkou, tvoriacich tzv. jednorozmerny
vektorovy priestor, je zrejmé z obr. 6 (napr. na obr. 6a su e, aj [ubovolny vektor
X || p umiestené na p so spoloénym pociatoénym bodom, odkial vidno, Ze x je
nasobkom vektora e, ).

Vektor x||o umiestnime podla obr. 6b, t. j. x=PX. Bodom X vedieme
rovnobezku s priamkou p,, na ktori sme umiestnili e,, a jej priesenik s priamkou

p.. kde je umiesteny e,. oznaéime P,. Potom PP, je nisobok vektorae,, napr.

PP, = x,e,. Podobne P, X = x,e, , odkial x=PX=PP,+ P X=x,e, +x,e,. Tym je

dokazané tvrdenie o vektoroch rovnobeznych s tou istou rovinou, tvoriacich tzv.
dvojrozmerny vektorovy priestor. Napokon v trojrozmernom vektorovom priesto-
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re, ktory tvoria vSetky vektory v E;, umiestime [ubovolny vektor x podla obr. 6¢:
x=PX a vektory e,.e,, e, na priamky p,, p,, p; prechadzajice zaciatkom P.

Bodom X vedieme priamku p;||p, a uréime jej prieseénik P,, s rovinou g,,,
v ktorej lezia priamky p,, p,. Potom uréime P, € p, tak, aby P,P,| p,. Plati
PP lle.. P.P.lle,, P.xlle,, a preto existuji. také ¢éisla x,, x,, x,, 2e

PP,=x.e, PP,=xe, P,X=xe, ¢&ie x=PX=PP,+PP,+P,X=

X8, t+x,e,+x,e,.

Usporiadanud dvojicu (e,, e,) (resp. trojicu (e,, e,, €,)) nezavislych vektorov
nazyvame bazou dvojrozmerného (resp. trojrozmerného) vektorového priestoru
a Gsla x,, x, (resp. x,, X;, x,), pre ktoré plati x=x,e +x,e, (resp.
x =x,e, +x,e,+x,e,) nazyvame suradnicami vektora x v baze (e,, e,) (resp. (e,,
€,, €;)). Tie st bazou a vektorom x jednoznac¢ne uréené. Poznamenajme, ze dva
(resp. tri) vektory su nezdvislé, t. j. tvoria bazu dvojrozmerného (resp. trojrozmer-
ného) vektorového priestoru prave vtedy, ked nie si rovnobezné s tou istou
priamkou (resp. rovinou).

Vyjadrovanie vektorov ako linearnych kombindcii vektorovej bazy si ukdzeme
na prikladoch.

Priklad 14. Je dany kvader ABCDEFGH, kde ABCD je podstava,

AE||BF||CG||DH a S je stred steny BCGF. Vektor x =SH vyjadrite ako

linearnu kombinaciu vektorova = AB, b=BC, ¢ = AE.

(Vysledok: —a++b +%c)

Obr. 6

11



Priklad 15. V pravidelnom Sestbokom ihlane ABCDEFV s vrcholom V a
stredom podstavy S je R stred hrany BV a Q lezi na hrane FV, priom
|FQ| : |QV|=2 : 5. Vyjadrite vektor QR pomocou vektorov u=C—B, v=
F-A t=S-V.

RieSenie. (Pozri obr. 7.) Nachystdme si najprv FV a VB:

FV=FA+A85+SV=-v+u—t,VB=VS+SB=t—v

Dalej

‘ OR=0V+VR=3FV+!VB=(—-v+u—t)+}t-v)=
=3u—$v—4t

Obr. 7

Poznamka. Kvoli precviCeniu mozno ist po inej ceste, napr. QR =
QF+ FE+EB+ BR a pod.
[3]: 161 5., 162'19 — 21, 163/22 — 25, 174/10, 176/11,, 41, 43, 44,

178 46. - .

Vektory mozno pouzit aj na ur¢enie vyznacnych bodov, napr. stredu usecky,
taziska trojuholnika a pod. Ak P je zvoleny zacCiatok, tak pre Tubovolné body A,
B, C, pre stred S dvojice [A, B] a tazisko T trojuholnika ABC (ak body A, B,
C nelezia na priamke) plati (obr. 8):

S=A+AS5=A+JAB=A+{B-A)=iA+B)
Podobne
T=S+ST=8+4(C-85)=%S+3C+3C=%4.4(A+B)+4C;
T=$(A+B+0C)

12




Pri popise do suradnic dostaneme:
Xs=7(xa +X5); Xr=3 (x4 +X5+xc)

a podobne pre y (pripadne z v E,).

131 172/38.

Pri dékazovych ulohach, kde treba overit, Ze nejaké tri body lezia na priamke,
pouZijeme fakt, Ze vektory 4, v si rovnobeiné prive vtedy, ked jeden je
nasobkom druhého (ked su zavislé).

Priklad 16. V trojuholniku ABC je T tazisko, A, lezi na strane AC a B, na BC,
priom |AA,| : |A,C|=2 :3, |BB,| : |B,C|=1 : 3. Dokézte, Ze body A,, B,,
T lezia na tej istej priamke. V akom pomere deli bod T dsecku A,B,?

Riesenie. Vektory @ = AC, b = BC nech tvoria bizu. Vyjadrime pomocou
nich vektory A,T a TB,, aby sme zistili, & je niektory z nich ndsobkom druhého
(ak ano, sui rovnobezné, t. j. body A,, T, B, lezia na priamke, a sucasne zistime
pomer dizok |AT,|, | TB,|). PodIa tdajov (obr. 9)

AT=AC+Cr=0+(-1b-'a)-fa-1b;
TB,=TC+CB,= -CT+3CB=—-(-!b-la)+i(-b)=la-3b.

Porovnanim vysledkov zistime, Ze A, T=%TB,, takze body A,, T, B skuto¢ne

leZzia na priamke a plati:

,AlT' : ,7731,.:4 :5

Obr. 8
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Velkost vektora a skalarny sicin

Velkostou vektora @ = PA nazyvame vzdialenost | PA | a oznaCujeme ju |a|

(alebo |PA|).

Odvodime vzorec na vypocet velkosti vektora daného siradnicami v pravouh-
lom sdradnicovom systéme s rovnakymi jednotkami dizky na osiach — v tzv.
ortonormalnom systéme. (Toto obmedzenie nebolo v naSich doterajSich uvahach
potrebné — boli spravne aj pre kosouhlé siradnicové sustavy s rozliénymi
jednotkami dizky na osiach.)

Nech P je zadiatok, a=PA, A =[a,, a,], t.j. A =(a,, a,) a A, je pita kolmice na
o, vedenej bodom A (obr. 10a). Potom podla Pytagorovej vety plati:
lal’=|PA*=|PA,[’+|AA ’=|a,|'+|a,|*=a}+a}

(plati to aj pre a,=0 alebo a,=0), teda

,a|=|(anaz)|=\/a?+a§

0z
A=[a, a)]
| . ” P [a1l Ax
I - L A Ox
lazl: |a] a=PA . |Gzl
| o, Y e
{\ [a] HUJI
! Py
Ay ai] fP o A=[a,, a,.a;)
a b

Obr. 10

V E, pri obdobnom oznaceni (obr. 10b), kde A, je priesecnik roviny kolmej na o,
vedenej bodom A a A, je pita kolmice z bodu A na siradnicovi rovinu xy, plati:
|@l = | PAl ={PA '+ |A AL=|PA. PHIAA, P +]|AA)=
=la,[*+|a,*+|a, |’

Odtial

lal=1(a,.a;,a;)|=Vai+ai+a}
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Pre velkost nasobku vektora (napr. v E,) plati:
Ika'= | k(a,,a,)|=|(ka,, ka2)|=‘\/k2a§+k2a§ =

=|k| Va?+a?
Dostaneme teda vztah
|ka|=|k]|.|a]

ktory plati pre TubovoIné €islo k a vektor a v E,.
Zo vzorcov pre velkost vektora dostaneme aj vzorec pre vzdialenost dvoch
bodov v ortonormdlnom siradnicovom systéme: Nech

A =la,,a,], B=[b,, b,].

Potom

|AB|=|A-B|=|B—A[=l(b,—a,,b2—a2)|

|AB | =\/(bl —a,)’+(b,—a,)
Podobne v E,

IAB ' :v(bl —a,)’+(b,—a))’ + (b, —a,)’

Priklad 17. Vypoéitajte vzdialenost stredu S kvadra ABCDA'B'C'D' (s
obvyklym usporiadanim vrcholov) od taziska T trojuholnika ACD’, ked |AB | =
a, |BC|=b, |CC|=c.

RieSenie. Umiestime kvader do siradnicového systému tak, aby polpriamky
DC, DA, DD’ v tomto poradi predstavovali kladné polpriamky siiradnicovych
osi. Potom $=}B'=}(a, b, c):

=!'(A+C+D')=!((0,b,0)+(a,0,0)+(0,0,c))=
=3(a,b,c);

ST=T-S=!(a,b,c)—}(a,b,c)=—-1(a,b,c) ;

|ST|=|ST|=]|-%|.|(a,b,c)|=tVa*+b*+c?
Uhlom nenulovych vektorov @, b nazyvame ¥ AVB, kde @ = VA, b = VB;
oznaéime ho < (@, b). Na uréovanie uhla vektorov a posudzovanie ich kolmosti sa
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pouziva tzv. skaldarny sacin vektorov @, b, oznaovany @ . b (alebo ab) a
definovany pre a, b# 0 rovnostou

ab=|a||b|cosg, kde ¢=< (a,b)
Pre a =0 alebo b =0 kladieme ab = g, Namiesto a @ sa piSe aj @’ (ale vyssie
mocniny sa nedefinujui). Skalarny sucin dvoch vektorov je teda ¢islo!

Skalarny suc¢in dvojrozmernych vektorov mozno pomocou suradnic vyjadrif
takto:

ab=(a,,a,) (b, b,)=ab, +a,b,

Dokaz. (Odvolame sa na vzorec pre kosinus rozdielu, ktory sa zatial podla
gymnazidlnych osnov prebera po vektoroch ; planuje sa vSak ich uprava.) Pre @ =0
(t.j. a,=a,=0) alebo b =0 platia,b, + a,b,=0 a podla definicie ajab = 0. Pre
a, b+0, < (a, b)=¢ pouzijeme jednotkové vektory (vektory s velkostou 1)

|b]

PB (obr. 11), ktorych uhly s jednotkovym vektorom e, umiestenym na osi o,

. . 1 L
v smere i orientacii vektorov @, b. Budu to vektory @, = I—a—l a=PA,b,= - b=

W ol e
A, e d,=PA
= PB
A *3 B, 5;=FTBJ
g 5 o IEZILEI=
g | =|l,|=1

L 0y

Obr. 11
oznacime a, §. Kedze A = [l—q&'—l : rzz—l] a podIa definicie goniometrickych funkcii
aj A =[cos a, sin a] (a podobne pri bode B), plati:
cos @ =cos |a — 8| =cos a cos B +sin a sin f =
a. b a;, b,
EROMERDE

Odtial podla definicie vyplyva dokazovana rovnost.
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Pre trojrozmerné vektory plati:
ab=(a,,a,, a,;) (b, b,,b;)=a,b,+a,b,+a;b,

Dékaz je zlozitejsi (pozri [2]).

Priklad 18. Nech A =[2,0], B=[—1, 3], C=[1, c]. Pri akom c je trojuholnik
ABC pravouhly?

RieSenie. X BAC =90° prave vtedy, ked 0=(B—A) (C—-A)=(-3, 3)
(=1,¢)=3+3c, teda ked ¢ = — 1. Podobne zistime, 7e < ABC=90°prec=5a

3+V17
2
[3]: 202/18—20, 205/21—23, 206/24a, b.
Pre skalarny sucin platia niektoré pravidla obdobné so vzorcami pre operacie
s Cislami, ale dalSie sa neprendsaju: _
Pre Tubovolné vektory 3, b, ¢ v E, a kazdé redlne Cislo k plati:

<X BCA =90° pre c =

9 -
(ka)b=k(ab) ;
(@ *b)c=actbc ; (distributivnost)
a +tb)=a’*+2ab+b* (mocnina dvojélena).
(Zato vSak vseobecne neplati ani (ab) ¢ =a (bc) ani (ab)*=a’b*?) Na ukazku
dokdzeme vzorec pre mocninu dvoj¢lena (v E,);
(@a+b)Y=(a+b)(@a+b)=(a,+b,,a,+b,)(a,+b,,a,+b,)=
=(a,+b,)*+(ay+b,)’=al+a3+2(ab,+ab,)+
+bi+bi=(a,,a,) (a,,a,)+2(a,.a,) (b,,b,)+
+(b,, b))+ (b,.b,)=0a*+2ab +b*
Priklad 19. Dokazte, ¢ v rovnobezniku s dizkami strdan a, b a dizkami
uhlopriecok u, v plati u>+v*=2(a’*+b?).

Riesenie. Nech ABCD je rovnobeznik, a = AB=DC, b=BC=AD, u=AC,

v=BD. Potom pri oznaceni |7 | =a, ... a pouziti pravidiel pre skalarny siéin

dostaneme :
w+vi=u’+v=AC>+BD?*=(AB+BC)*+(BC+CD)*=

=@ +b)+(b—-a)=a’+2ab+b*+b’-2ab+a’*=
=2(a:tb’)=2(a’+tb’).

17
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