ULOHY PRE PRACUMATEMATICKYCH KRUZKOV

Rubriku vedie Bohuslav Sivak, Katedra algebry a tedrie Cisiel PFUK,
Mlynska dolina, 816 31 Bratislava. Nové ulohy s rieSeniami posielajte na
jeho adresu

Uloha A (Podla jednej z tloh XXIX. Moskovskej MO spracoval B. Sivak). Je
danych 15 predmetov, z ktorych dva si rddioaktivne. K dispozicii je Geiger-Miil-
lerov pocita¢ radioaktivnych castic. Je dovolené robit merania nasledujiceho
typu: niektoré z danych predmetov sa daji dohromady a pocitatom zistime, €i je
medzi nimi rddioaktivny predmet; nezistime vSak, ¢i ide o jeden alebo dva
radioaktivne predmety. Pomocou 7 merani treba ndjst obidva radioaktivne
predmety.

Riesenie. Pri rieSeni sa ndm vyskytne niekolko problémov podobného druhu, .
preto bude vyhodné zaviest nasledujice oznacenie: ,

R,(n, k)... problém: dva spomedzi n predmetov si radioaktivne, treba ho néjst
pomocou k merani

R,(n, k). .. problém: jeden spomedzi n predmetov je radioaktivny, treba najst |
pomocou k merani

R,(n,, n,, k) ... problém: si dané dve disjunktné skupiny n, a n, predmetov,
v kazdej z nich je jeden rddioaktivny, treba ich ndjst pomocou k merani

R,(n,, (n,), k) . .. problém: si dané dve disjunktné skupiny n, a n, predmetov,
dva spomedzi tychto n, + n, predmetov st radioaktivne, z toho aspon jeden z prvej
skupiny. Treba ich ndjst pomocou k£ merani.

Nasou tlohou je riesit problém R, (15, 7). Najprv si v§imnime, Ze problém
R,(n, k) je riesiteIny prave vtedy, ak n =2* (preco?). Teda vsetky problémy typu
R,(2™, 2", m +n) si rieSiteIné. Dalej, problémy R,(1, n, k) a R,(1, (n), k) si
ekvivalentné s R,(n, k) a problém R,(n, (1), k) s R,(n + 1, k). Problém R,(n + 1,
n) je rieSiteIny pre vSetky n (sta¢i zmerat n roznych jednoprvkovych skupin).

Dokazeme postupne nasledujiice tvrdenia:

1. R,(2, (2 —1), k+1) je riesiteIny pre vsetky k
. R,(7,5) je riesiteIny
. R,(3, (4), 4) je riesiteIny
. R,(3, (7), 5) je riesiteIny
. R,(10, 6) je riesiteIny
. R, (3, 5, 4) je riesiteIny
. R,(5, (10), 6) je riesiteIny.
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Dékaz 1. V prvom merani stadi otestovat jeden zo skupiny dvoch predmetov;
dostaneme R,(2*%, k) alebo R,(2* -1, k).

Dékaz 2. V prvom merani otestujeme skupinu dvoch predmetov. V negativnom
pripade mame R,(5, 4), ¢o je trividlne, v pozitivnom pripade R,(2, (5), 4), ¢o je
zjednodusena verzia problému R,(2, (7), 4) a staci pouzit 1 pre k =3.

Dékaz 3. Predmety prvej skupiny ozna¢me a, b, c, predmety druhej skupiny d,
e, f, g, v prvom merani otestujeme a, d. V negativnom pripade dostaneme
R,(2, (3), 3) (pozri 1 pre k =2), v pozitivnom pripade zostiva osem moznych
dvojic:

ab,ac,ad,ae,af,ag, bd, cd

V druhom merani otestujeme b, c¢. Z negativneho vysledku vyplyva R,(4, 2),
z pozitivneho R,(2, 2, 2).

Doékaz 4. V prvom merani otestujeme 4 zo skupiny 7 predmetov. Z negativne-
ho vysledku dostaneme R,(3, (3), 4) (pozri 3), z pozitivneho R, (3, 4, 4).

Doékaz 5. V prvom merani otestujeme tri predmety, dostaneme R,(7, 5) alebo
R,(3, (7) 5) (pozri 2, 4).

Doékaz 6. Predmety prvej skupiny ozna¢me a,b,c,predmety druhej skupiny
d, e, f, g, h. V prvom merani otestujeme a, d. Z negativneho vysledku bude
R,(2,4,3), z pozitivneho vyplyva, Ze zostava tychto 7 moznych dvojic:

ad,ae,af,ag,ah, bd, cd

V druhom merani otestujeme d, dostaneme R,(3, 2) alebo R, (4, 2).

Doékaz 7. V prvom merani otestujeme Sest predmetov z druhej skupiny.
Z pozitivneho vysledku vyplyva R,(5, 6, 5), o sa otestovanim troch predmetov
z druhej skupiny prevedie na problém R,(3, 5, 4). Z negativneho vysledku prvého
merania vyplyva R,(5,(4), 5). V druhom merani otestujeme dva predmety z prvej
skupiny, dostaneme R,(3, (4), 4) alebo R,(2, (7), 4).

Riesitelnost problému R, (15, 7) je teraz uz zrejma : v prvom merani sa otestuje
pét predmetov, ¢o ddva R,(10, 6) alebo R,(5, (10), 6).

Poznamenajme, Ze k TubovoInému k =2 existuje najvacsie prirodzené Cislo n
také, Zze R,(n, k) je rieSiteIny. Pre k=12 je situdcia takato:

k=2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
N=3 4 5 7 10 15 22 31 S 63 89
Dokaz neriesiteInosti zodpovedajicich R,(n + 1, k) sa robi indukciou cez k, ale
dokazy riesitelnosti R,(n, k) su pre kK =8 komplikované.
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Z uvedenych skutocnosti mozno vytusit, Ze tvrdenia 1 aZ 7 nemozno zosilnit. Je
to pravda s vynimkou 4 — to sa dd zosilnit na R,(3, (9), 5). Doteraz sme
neuskuto€nili Ziadny dokaz nerieSiteInosti problému do uvahy vzatého typu. Tu si
dva priklady.

Problém R, (5, 3) je nerieSitelny, lebo dva predmety spomedzi 5 mozZno vybrat
prave 10 sposobmi, kym tri merania daji nanajvys 8 roznych vysledkov. VSeobec-

ne, ak je problém R,(n, k) riesitelny, nutne {g)§2". Tento odhad je vSak pri
vd¢Som pocte merani prili§ hruby.
V pripade problému R,(6, 4) méme : (g) =15=16=2¢ ale problém je

nerieSitelny. Ak ale v prvom merani otestujeme x predmetov, dostaneme
R,(6 —x, 3) alebo R,(x, (6 —x), 3). Z riesiteInosti prvého vyplyva 6 —x =4, t.j.
X
2
x?—11x +16=0, ale tito podmienku nemozno splnit pre 2=x =6.

x =2, z rieSitelnosti druhého vyplyva ( >+x(6—x)§2’, ¢o sa upravi na

Ak pre k =2 oznacime r(k) najvacsie prirodzené Cislo n, pre ktoré je problém
R,(n, k) riesiteIny, dostaneme rekurentny odhad

(% )=(8)e
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