ULOHY PRE PRACU MATEMATICKYCH KRUZKOV

Rubriku vedie Vojtech Filo, Piestany, Ltic¢na 14. Nové ulohy (s riese-
niami) posielajte na jeho adresu.

Uloha A 10 (autor P. Barto$).
Nech a, b, ¢ st strany a 2s obvod trojuholnika. Vtedy

8(s —a)(s — b)(s — ¢) £ abe §—;—(a + b+ c)(ac + bc + ab) <
g%@+@@+@@+@ ()

pricom rovnost plati len v rovnostrannom trojuholniku, a to sucasne vo
vSetkych nerovnostiach.
Dokaz: Nerovnosti (1) piSme skratene vo forme 4 < B< C £ D.
Najprv dokazeme, 7ze 4 < B.
‘ —a+b+c
Kedze s——a=———2—>0 a podobne s — b >0, s —c¢c >0,

plati podla vety 1 (vety su uvedené na konci ¢lanku)
a=(—b)+(s—c)=2(s—b)(s — ¢) (rovnost len ked s — b =
=s—ctedab —0¢)
b=(G—-¢c)+(s—a= 2\/(s — ¢) (s — a) (rovnost len ked a = ¢)
c=G—a+(s—02= 2\/(s — a) (s — b) (rovnost len ked a = b).
Podla vety 2 potom 8(s — a) (s — b) (s — ¢) < abc, teda A < B a rov-
nost len vtedy, keda = b = c. .
Teraz dokaZzeme nerovnost B= D.Podlavetyla+bz=2 \/@ (rov-
nost pri @ = b), b + ¢ = 2 \/bc (rovnost pri b = ¢), ¢ + a = 2,/ac (rov-
nost pri a = ¢), a teda podla vety 2

abe < -(a+b)(b +¢)(c + a) )

teda B < D pri tej istej podmienke rovnosti ako pri 4 < B.
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Nerovnost B < C je jednoduchym désledkom nerovnosti

i1 1
i e o § >
(a+b+c)<a b ek c>=9.

Tu sa kvoli dokazu nerovnosti C < D hodi tento dokaz.
Ked7ze 2s —a=b+c¢,2s —c=a+b,2s—b=a+cje

@+ B)(b+ (e +a) = s — @)@~ D)5 — ) =
» %[853 —45%(a + b + ¢) + 2s(ab + ac + bc) — abc] =
= %[2s(ab + ac + bc) — abc]

a teda podla (2)
%[25(01) + ac + bc) — abc] = abe 3
Pri tej istej podmienke rovnosti ako v prvej nerovnosti. Z nerovnosti (3)

vyplyva
2s(ab + ac + bc) = 9abc 4)

Cize B < C arovnost len pria =5 = c.
ESte treba dokazat nerovnost C < D. Uz sme ukazali, 7e

%—(a +b)(b+c)(c+a)= %[2s(ab + ac + bc) — abc] (5)
Pretoze podla (4) —abc = :9—1— (a+ b + ¢)(ab + ac + bc) (rovnost pri
a=>b=c), vyplyva z (5)
1
%(a +b)(b+c)(c+a)= %[ZS(ab + ac + bc) — 5—25(ab + ac + bc) =
=—;~(a + b + ¢)(ab + ac + bc)
teda C < D (rovnost pri a = b = ¢).
KedZe sme dokazali nerovnosti A < B, B < C, C £ D, je tym dokazany

vztah (1), v ktorom rovnost plati len ked a = b = ¢, a to sucasne vo viet-
kych znakoch nerovnosti.

81



Poznamka 10.1 Tu moZno pouvazZovat o tom, ktoré z nerovnosti platia
pre TubovoIné kladné &isla a, b, ¢ a nielen pre &isla spliiujuce trojuholnikovi
nerovnost. Tiez mozno vySetrovat, ¢i a v akej forme platia pre TubovoIné
nezaporné Cisla a, b, c.

Poznamka 10.2. Zovseobecnif nerovnosti (aspofi niektoré) pre n-uhol-
niky, resp. pre n kladnych, ¢i nezadpornych ¢&isel a,, a,, ..., a,,n = 3. Tu
mozno najst niekolko spésobov. Napr. ak a,, a,, ..., a, su strany n-uhol-
nika, pri¢om poradie indexov nemusi vyznacovat ich sled po obvode, po-
tom plati

(s—a)(s—a))...s—a,)=

1
< En—(a2+ a+ ..+a)(a,+az+ ... +a,)...(a;+a, + ... a,_,)

(podmienka rovnosti a@; = a, = ... = a,).
Tu moZzno hladat rieSenie problému porovnania pravych stran nerovnosti

medzi sebou, ak zmenime poradie Cisel a;, napr. a,as,4a,,...,a,_,,a,,
a, a pod. Tento problém bude predbezne nad sily Ziakov.

Uvadzame citované vety, ktoré boli dokdzané v druhom zvizku Matematickych
obzorov na strane 52.
. 2 , atb -
Veta 1: Pre nezaporné Cisla a, b plati s = \/ ab.

(Rovnost nastane prave vtedy, ked a = b).
Veta 2: Ak a, b, ¢, d su kladné Cisla a ak @ = b, ¢ = d, potom ac = bd. (Rovnost
nastane prave vtedy, ked sucasne a = b aj ¢ = d.)
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