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NIEKOLKO POZNAMOK 0 KMENOVYCH ZLOMKOCH

HELENA BEREKOVA, Bratislava
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Zlomky tvaru —, kde n je prirodzené ¢islo, nazyvame kmenovymi zlom-
n

kami. Symbol 4;, pre kazdé prirodzené ¢islo s, bude v dalSom znaéit mnozi-
nu vietkych tych kladnych raciondlnych éisel, ktoré sa daji vyjadrit ako
sucet s kmenovych zlomkov. V tomto ¢lanku poukazZeme na niektoré vlast-
nosti mnozin A4s.

Veta 1. Kazd4 z mnozin A5 (s = 1) je riedka v E7 (B} = <0, o©0)).

Dokaz. Staci dokdzat, ze kazdy otvoreny interval na kladnej ¢iselnej
polosi obsahuje podinterval disjunktny s 4;. Nech (a,b) je lubovolny
interval na kladnej polosi. Je zndme, ze ku kazdému d > 0 existuje ¢ < d
tak, ze (¢, d) N Ay je prdzdna mnozina (pozri [1], str. 5). Potom na zdklade
tohto vysledku existuje také a', a < a’ < b, ze (a’,b) N A; = . Tym je
dokaz skonceny.

Veta 2. Pre kazdé prirodzené ¢islo s je mnozina Agy; — A nekoneénd.

Dokaz. Do mnoziny Ay patria vetky ¢éisla tvaru
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ale ziadne z tychto &isel nepatri do mnoziny A,
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pretoze najvicsie ¢islo mnoZiny 4s je —+— + ... + — = s.
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Mnozina A% v8etkych hromadnych bodov mnoziny A sa nazyva derivé-
ciou mnoziny A. Pre derivicie zavedenych mnozin A4 plati nasledujice
tvrdenie.
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Veta 3. Nech s je prirodzené &islo. Potom 4%, = 4, U {0}.

Doékaz. Dokdzeme inkluziu A5 U {0} C A, pre kazdé prirodzené éislo
s. Vztah 0 € A%, vyplyva ihned z rovnosti

0 =1im(l+...+~1—).
n

n->o N n->wo\ N

s -+ 1 séitancov

1
Nech ze€ 4, z = ——Q——1~ + ...+ i Potom pre kazdé prirodzené

ry X2 o
¢islo n je
1 1 1
Ys— L b ed iy, ralim g, — 2,
& X n n->w

Odtial ihned vyplyva, Ze x € A%,;. Tym je inkltzia 4, U {0} C 4%, do-
kézand.
Teraz dokdZeme platnost inklazie A%, C A; U {0} pre TubovoIné pri-
rodzené ¢islo s.
Ak z € A%, tak x = lim y,, kde pre kazdé prirodzené &islo n je y, € A
N <0
1

a yn # z. Nech y, mi vyjadrenie y, = - +—+ ...+

) ™
mozeme predpokladat 27 < 2% < ... < al¥, pre kazdé n. Ak by existo-
valo také prirodzené &islo N, Ze pre vietky n by platilo 2{"; < N, potom
mnozina prvkov postupnosti {y,}®; by bola koneénd, nanajvys Ns+1
prvkovd a postupnost {y,}2; by nemala pozadované vlastnosti. Teda
existuje prirodzené éislo k, 1 < k < s + 1, s vlastnostou, Ze lim sup (¥ =

d
8+1

, pricom

n-> o
= - 00. Bez ujmy na v&eobecnosti mézeme predpokladat, Ze symbolom %

sme oznadili najmensie prirodzené ¢islo s touto vlastnostou. Taktiez mézeme
predpokladat, Ze lim z{” = -+ co. (V opaénom pripade by sme vysetrovali
7 -> ©
¢lastoéntt postupnost {yn,}i2; postupnosti {yn}.; s vlastnostou lim z" =
Ni > ©
= -} o0, existenciu ktorej ndém zaruéuje rovnost lim sup 2" = -+ 00).

n-> o
Ak k£ =1, tak lim y, = 0 a inkltzia je dokdzand.V dalSom predpokla-

n -> 0
dajme k& > 1. Pre kazdé 7, k <1 < s + 1, je lim 2% = 4 o0 a existuje
n ->
prirodzené &slo N tak, ze pre kazdé ¢, 1 < 1 <k, je 2{® < N. Suéty tvaru
1 1 v s
Bl o e moézu nadobudnit len koneény podet, nanajvys Nk-1
Zy Tpe-1
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moznosti. Stcet — -+t s konverguje k nule. Pretoze postupnost
X5 Lgy1

{yn}2., je konvergentnd, poéntic istym indexom mé teda kazdy jej ¢len y,

prvych £ — 1 séitancov rovnakych. Nech su to séitance - + e —.
x1 X1
Zrejme potom lim y, =~1— + ...+ —1— € Ag_1. Vzhladom na platnost
7> 2 Tr_1 .

inklazie 4,, C Amir_1 platnej pre vsetky prirodzené &isla m a r (pozri [1],
str. 1) je inklizia A%, C 4, U {0} dokézani.

Nech @+ znac¢i mnozinu vSetkych kladnych raciondlnych ¢isel. Definujme
pre r € @+ funkciu N takto: N(r) je najmensie také prirodzené éislo s, pre
ktoré r € As.

Veta 4. V kazdom bode mnoziny Q* je oscildcia funkcie N rovnd -} co.

Doékaz. Nech ry, € Q*, N(ry) = ky. Nech m je Iubovolné prirodzené ¢islo
a nech (ry — 0, ry -+ 0) je Iubovolné okolie bodu 74, (6 > 0). Zvolme priro-
dzené ¢islo k také velké, aby k > k, + m. KedZe mnoziny Ag(s = 1) su
riedke (pozri vetu 1), existuje taky interval (r; — 61,71 + 1) C (rg — 0,
7o+ 0), Ze 11 €@t a (n— 0,1+ 0)NA;=0 pre s=1, 2, ..., k.
Potom ale N(r;) > k + 1, a tak
Nr) — Ny =k +1—ky>k—Fky >m.

Teda oscildcia funkcie N v bode 7, je vicsia ako m.
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