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ALGEBRAIZACIA STRUKTURY
»STRED DVCJICE BODOV*

JAN GATIAL, DUSAN KOLLAR, Bratislava

Jeden zo silnych prudov sucasnej geometrie spoCiva v tzv. algebraizacii
geometrickych Struktir. V ¢lanku podavame ilustraciu o algebraizacii geo-
metrického pojmu ,,stred 2 bodov*. V prvej Casti hfTadame taku algebraicku
Struktaru, ktord by ,,éo najlepSie vystihovala vlastnosti stredu‘’, v druhej
Casti podavame mala ukazku, ako sa algebraizacia vyuziva na dalSie Stidium.

Na ,,stred 2 bodov* v euklidovskej rovine EZ hladime ako na binarnu
operaciu (oznaéme ju o) v E?

(1) 6:E>xE? > E?>,  (a, b) v stred dvojice a, b = o(a, b).

Spomedzi vsetkych algebraickych vlastnosti stredu vyberieme Styri,
ktoré, podla nasho usudku, najvystiznejSie charakterizuju situaciu. Tieto
vlastnosti uvedieme ako axiomy.

Nech N je mnoZina, T binirna operacia na N. Povieme, Ze 7 spifia axiému

Q — kvazigrupy, ak Va, be Q3! xeQ A 3! ye Q): t(a, x) =b A
A T(y9 a) -~ b,
C — komutativity, ak Va, b e Q, plati t(a, b) = 1(b, a);
I — idempotentnosti, ak Va e Q, plati 7(a, a) = a;
M — mediality, ak Va, b, ¢, d € Q, plati 1(z(a, b), ©(c, d)) = 1(t(a, ¢),
(b, d)).

Je zrejmé, Ze (E2, o) spiiia vietky 4 axiomy. To nas opraviiuje definovat
algebraicku Strukturu, ktorti budeme povazovat za algebraizaciu geometric-
kého pojmu stred.

Definicia. Idempotentnti medidlnu a komutativhu kvazigrupu (N, 1)
budeme nazyvat A4-Struktura. (N je mnozina a 7 je bindrna operacia.)
Namiesto (g, b) piSeme tieZ a = b.

Neprotireéivost uvedeného systému axidm vyplyva z existencie nasledu-
juceho modelu:
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Nech N = R mnozina realnych Cisel a binarna operacia je aritmeticky
priemer, t.J.

1
axb=—(a+b)
2
Ukézme, Ze definicia nie je redundantna, t. j. ukdZeme, Ze kazda z uvede-
nych axiém Q, C, I, M je podstatna, CiZze zvoleny axiomaticky systém ne-
obsahuje zbytoénu axiomu. Dokézeme to tak, Ze skonStruujeme modely

novych algebraickych Struktur, ktoré vzniknu tym, Ze Tubovolnu z uvede-
nych axiom nahradime jej negéciou.

Priklad 1 (C, I, M, non 0).
Nech N = R, a binarna operacia * je definovani predpisom

a*b=—;—(a+b)

Splnenie axiom C, I, M je evidentné. UkaZeme, Ze (R, , *) nie je kvazigrupa.
Skutoéne, napriklad rovnica
Jex =1

nema v R, rieSenie. Je totiZ (ak R, rozSirime na celé R)
1
1=5*x=7(5+x)

a to plati jedine pre x = —3¢ R,.

Priklad 2 (Q, I, M, non C).
Nech N = R je mnozina realnych Cisel, operacia * je dand predpisom

1
x*y=—3—x+?y

Splnenie axiom Q a [ je evidentné, axiomu M si overi Citatel Tahko sam
(pozri tiez [1], strana 33). Plati non C, lebo napriklad 60 =2 # 3 =
‘=06 .

Priklad 3 (Q, C, M, non I).
Nech N = E? mnozina bodov euklidovskej roviny, v ktorej fixne volime
bod E.
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Operéaciu t definujeme predpisom
(X, Y) = o(E, o(X, Y))

kde ¢ je popisana vztahom (1). ESte zjednodusSime oznalenie (X, ¥Y) =
— (X))

Platnost axiom Q, C je zrejma. Dokazeme platnost mediality. Nech
X. YL U Vsibodyz B

Z elementarnej geometrie vieme, Ze o useckach (XY) (XU), (XU) (UV),
(UV)(YV), (XY)(YV) plati (obr. I):

Uselka (XY)(XU) je rovnobeznia s tsetkou (YV)(UV) a uselka
(XU) (UV) je rovnobezna s tGseCkou (XY) (YV), z éoho vyplyva, Ze usecka
7(XY) ©(XU) je rovnobezna s useCkou t(YV)t(UV) a useCka ©(XU) v
U t(UV) je rovnobeina s useCkou t(XY)t(YV). Teda body 1(XY),
©(XU), ©(UV), ©(YV) su vrcholy rovnobeZnika, ktorého uhlopriecky sa
pretinaju v strede, z oho bezprostredne vyplyva platnost axidmy M. Pripad,
ak niektoré z bodov X, Y, U, V splyni, si Citatel Iahko overi sam.

Platnost non [ je zrejm4, lebo pre kazdy bod X # E, plati t(X, X) = x.

Priklad 4 (Q, C, I, non M).

Nech N = L? je mnozina bodov Lobacevského roviny,
t(xy) — Lobadevského stred dvojice bodov x, y.
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Platnost Q, C a I je zrejma. Dokazeme teraz neplatnost mediality. Pred-
pokladajme, 7e axiéma M plati. Potom pre X = Y z N vyplyva, 7e dizka
strednej prieCky trojuholnika sa rovna polovici jeho zakladne. Toto tvrdenie
je ekvivalentné s piatym euklidovskym postulatom o rovnobezkach, &o
protireci Lobacdevského postulatu o rovnobezkach. Spor.

Poucenie o Lobadevského geometrii najde Citatel v [4], kde na str. 46 a 47
je vysSetreny stred (Gloha 32 — Veta 4).

Nezavislost axiom Q, C, I, M je dokazana.

Prvy problém je vyrieSeny. Druhy problém spodiva v studiu A-Struktury.
Tu sa obmedzime iba na ilustraciu niekolkych faktov a Citatela, ktory ma
zaujem o hlbsie Stadium, odkazujeme na literaturu.

Veta.

Nech R je A-Struktira, potom:
1. R neobsahuje jednotku.
2. Pre a, b, c € R plati implikacia

(a*b=c)ANflaxc—=Db)=x%bxc—a
3. Nech N = {a, b, c}, potom sa dd z tychto prvkov zostrojif prave jedna
A-Struktira.

Dokaz.

1. Nech existuje také ee R, Ze Vae R:a*e = exa = a. Potom. rov-
nica a#*x = a, kde a # e ma dve rieSenia x; = e, x, = a, ¢o je v spore
s axiomou Q.

Tabulka 1
a b c
a a c b

2.asb=cs@*b)xb=c*b<s(arx b (axc)=bxc<
<>@x*a)x(bxc)=bxc<>ar (bxc)=b+c, teda a=0b=*c.
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3. Z axiomy I a z 2: vyplyva (pozri tab.sl) a* a=a, b »b = b,
ckc—ca*b—-Dbxa=caxc—=cxa=b,bxc=c*b=a

Poznimka. Predkladani prica ma informativny charakter. Citatelom, ktori maji
o0 uvedenu problematiku zaujem, odporucame Citat Clanky [2] a [3] pouZivajic zakladnu
ucebnicu [1].
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