
NIEKTORE HEADISKA VYBERU MATEMATICKYCH 
ULOH PRE PRACU V ZIACKYCH KRUZKOCH

PAVEL BARTOS, Bratislava

Pri ocenovani rieseni siitaznych uloh vo vlanajsej MMO sa bralo do 
uvahy aj to, ked sutaziaci uviedol viac rieseni tejze ulohy, alebo riesil aj 
nejake jej zovseobecnenie. Domnievam sa, ze podporovanie takejto ini- 
ciativy u ziakov je tak vo vyucovani, ako aj v mimotriednej skolskej praci 
vel’mi dolezite. Tymto sposobom sa ucinne priblizuje ziakovi povab mate- 
matiky a prace s non a uputava k nej natrvalo jeho zaujem. Okrein toho 
vsak vyvolavanie a pestovanie takejto iniciativy u ziakov je vhodnym pro- 
striedkom propedeutiky samostatnej tvorivej prace v matematike, s ktorou 
treba cim prv zapocat, aby si ziak nadobudol urcite formalne schopnosti 
na takiito pracu, nezavisle od latky, ktora sa prebera, uz na strednej skole.

Ak mame pri vyucovani i tento ciel pred ocami, musime volit uvedomele 
tak obsah, ako aj sled uloh, ktore ziakovi predkladame. Aby som objasnil, 
CO tym myslim, zostavil som a usporiadal do siivislosti lilohy o nerovnos- 
tiach zainerane na to, aby sa ziak pri ich rieseni ucil pouzivat analogick4 
postupy a tvorit postupne vety zlozitejsie a vseobecnejsie. Zda sa liceln^ 
preberat tieto ulohy S3^stematicky v ziackom kriizku tak, ze ich ziaci 
sami riesia, a potom v kruzku predvedu. V diskusii o dlohe sa ucia hladaf 
dosledky a dalsie moznosti vyplyvajuce z ulohy a formulovaf nove pro- 
blemy, na ktorych potom samostatne pracuju. Vyucujuci ich pracu nend- 
padne usmerhuje a ponechava ziakovi co najviac iniciativy, na ktorej 
velmi zalezi.

Material obsiahnuty v tychto ulohach je takej povahy, ze ziakov moze 
priviest i k hodnotnym vysledkom, sucim pripadne aj na publikovanie. 
Je velmi dolezite, aby sme ziakom takuto moznost, a to nie prilis vzdialemi 
a fa^o uskutocnitelnu, poskytovali. Skole by v tomto ohl’ade vela mohli 
pomoct vysokoskolski pedagogovia.

Aby ziak v takomto kruzku mohol uspesne pracovat, treba sa v horn 
opierat o povinnu ucebnu latku. Okrem toho treba ziaka upozornit i na 
vhodne pramene, ktore pouzije pri svojej samostatnej praci v kruzku, co je 
tiez jeden vel’mi dolezity ciel, ktory ma praca v kruzku splnit a ziaka 
naucit studovat odborne texty. Pri preberani tj'chto uloh o nerovnostiach
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sii to napr. Korov^kinove Nerovnosti (v zbierke Fopuldrm pfedndsky 
0 SNTL), kniha F. Veseleho 0 nerovnostiach (v zbierke Skola
mladych matematikov) a dielo Juraja Bosaka 0 nerovnostiach, ktore vyslo 
V SPN V Bratislave.

Na uvod treba odvodit niekolko viet, co mozno iirobit vo vyucovani, 
lebo sa ta dobre hodia. Su to tieto dve vety:

Vet a 1. Pre nezaporne cisla a, h plati

^ 1/ ah (1)

Tato veta sa v iicebnici Mi (slov. vydanie, str. 86) dokaziije vo forme 
malo odlisnej: Pre kazdu dvojicu redluych cisiel a', b' plati

> a'b'

a rovnost prave vtedy, ked a' — h'. Ak v tejto nerovnosti polozime a' — 
= |/a, b' — ]/&, co pri nezapornych cislach a, b su skutocne realne cisla 
a', b', dostaneme nerovnost (1), v ktorej teda rovnost plati prave vtedy, 
ked a' — b', cize ked ]/« = ]/&, teda ked a = b.

Veta 2. Ak a, b, c, d su kladne cisla a ak a ^ 6, c ^ d, potoin ac ^ bd. 
(Rovnost nastane prave vtedy, ked sucasne a = & aj c = d.)

Dok az. Su styri moznosti: 1. a > b, c > d, vtedy podia vety VII (Mi, 
str. 90) ac > bd;2.a > b,c = d, vtedy podia vety V (tamze, str. 88) ac > bd] 
3. a = b, c > d, vtedy podia tejze vety ac > bd a, 4:. a = b, c = d, vtedy 
dosadenim ac — bd. Nerovnost ac ^ bd teda plati vo vsetkych styroch 
pripadoch, ale rovnost len v pripade 4, co sme chceli dokazat.

Poznamka. 1. Tato veta plati aj pre nezaporne cisla a, b, c, d co si 
ziaci lahko dokazu sami.

2. Veta 2 plati pre lubovolny pocet nerovnosti a lahko sa dokaze mate- 
matickou indultciou. Ak ziaci o nej este nevedia, mozno sa uspokojif odovod- 
nenim, ze sucin kladnych cisel lubovolneho poctu ma vtedy najvacsiu 
(najmensiu) hodnotu, ked kazdy jeho cinitel ma co najvacsiu (najmensiu) 
hodnotu.

3. Obdobna veta plati aj pre scitanie nerovnosti. Na dokaz pouzijeme 
vety VI a IV. Vetu formulujeme takto: Ak a, b, c, d sii lubovolne realne 
cisla a ak plati a ^ 6 a c ^ d, potom a c b -4- d, pricom rovnost 
plati prave vtedy, ked sucasne a — b, c — d. Aj tato veta plati pre lubo
volny pocet scitanych nerovnosti.

V ulohach pojde o aplikaciu tychto dvoch viet. V prvych dvadsiatich 
lilohach sa pouziju sposobom, ktory nam ozrejmi nasledovny priklad:
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I’riklad 1. Ak a, b, c, d sii klaclne cisla, tak
{ah + cd) {ad + &c) ^ 4 abed

rovnosf plat! prave vtedy, ked siicasne a = c a, h — d.
Dokaz. Podia vety 1 (po nasobem oboch stran nerovnosti dvoma)

(2)

ah cd 2 ^ahed

ad he ^ '2 ^ahed

Podia vety 2 potom

(rovnost pri ah = ed) 

(rovnosf pri ad = be)

{ah ed) {ad -|- he) ^ 4 abed

ed, ad = he.a podia tejze vety rovnost plati prave vtedy, ked sucasne ah 
Znasobenim tychto rovnic mame

a^bd = bc^d
a (kedze ide o cisla kladne) dostaneme a^ = c^, teda a = c, a potom z oboch 
rovnic vyplyva h = d. Tym je dokaz ukonceny.

Poznamka. 1. Nerovnost (2) plati aj pre nezaporne cisla, ziaci vysetria 
pripady, ked z nich niektore alebo vsetky sa rovnajii nule a zistia ci nerov
nost vzdy plati a kedy plati rovnost, podmienka rovnosti je tu odlisna.

2. V ulohe je charakteristicke, ze po pouziti vety 2. sa uz ne- 
vyskytne druha odmocnina z vety 1. To preto, lebo znasobenim oboch 
odmocnin vznikla druha odmocnina druhej mocniny. To iste sa stane aj 
pri inych tvaroch nerovnosti, napr.:

{a bed] {ad -j- he) ^ 4 abed,
(1 + abed) {a + bed) ^ 4 abed,

{a -j- be) {h + ed) {a d) ^ 8 abed
a pod. Podrnienky rovnosti sii, pravda, vzdy ine.

V lilohach druhej casti pojde o pripady, v ktorych sa vety 1 a 2 pouziju 
sposobom, ktory osvetlia nasledovne priklady:

Priklad 2. Ak a, b, e, d su kladii^ cisla, tak

,a,, + orf)(-i +1-) 6 4

a rovnost plati prave vtedy, ked su6asne a = e, h — d 
Dokaz. Podia vety 1

a6 -j- cd ^ 2 ^abed

'l/^-
\ abed

(3)

ad be > 2
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Podia vety 2 potom dostaneme nerovnost (3), v ktorej plati rovnost 
prAve vtedy, ak siiCasne ab — cd h ad — be, odkial yypljh^a a — c, b = d, 
6im bolo tvrdenie dokdzane,

Poznamka. 1. Nerovnost (3) je jednodiichym ddsledkom nerovnosti (2), 
ak obe strany poslednej delime sucinom abed. Casto je v§ak v^hodnej§i 
postup nkdzany v priklade 2.

2. V priklade 2 je charakteristicke to, ze odmocniny, ktor4 vznikli 
pouzitim vety 1, zmizli preto, lebo pri nasobeni nerovnosti sa ich sucin 
rovnal 1. Tento fakr mozno dosiahnnf i pri inych tvaroch nerovnosti 
tohto typu, napr.

(1 (7+9 - <“++y (*+4-)
\b cj \ ad 

a pod. Podmienky rovnosti sii vsak ine nez pre nerovnost (3). 

Priklad 3. Ak a, b, c sii kladne cisla, potom

(7+1) (7+7) ® *

a rovnost plati prave vtedy, ak a = 6 = c = 1.

D6kaz. Podia vety 1

a^b c ^ 2ya^b(

> IG

(4)

1 1 «_ -I- - ̂  2a c

ah

Y
ac

(rovnost pri a^b = c), 

(rovnost pri a — b),

(rovnost pri a = c).

Podia vety 2 pre viac nerovnosti dostaneme nerovnost (4), v ktorej 
rovnost plati, ked siicasne a = b — c a = c, teda — a. Kedze 
a > 0, je = 1, teda a — cim bolo tvrdenie dokazan^.

Priklad 4. Pre kladn4 6isla a, b plati

rovnost plati prave vtedy, ak a — b.
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JDokaz. Podia vety i a h ^ 2 ]!ab; — + ^ 21/-4- a v oboch ne-
' ah \ ah

romostiach plati rovnosf prdve vtedy, ak a = 6. Podia vety 2 dostaneme 
nerovnosf (5) s podmienkou rovnosti a = h, cim bolo tvrdenie dokazan4.

Pozndmka. Pomocou nerovnosti (5) sa lahko dokdze nerovnosf

(a + 6+ c)(i + i + i) =
/a 6\ /a c\ ih c\= ^ + (6+a) + (c'‘'?) + (7+6) +

a rovnosf plati, ak a = 6 = c. Tu sa pouzila veta o scitani siihlasnych 
nerovnosti, spomenuta v pozndmke 3 pri vete 2. Az budu ziaci samostatne 
pouzivaf V dalsom spomenutu vetu 3, je dokaz nerovnosti

(ai -j- ctz + • • • + ^n) (----  'I--------- h • • • ------- ) =
\ «! a2 an }

(rovnosf pri «! 
jednoduchf

ai ■ ■ = «n) prt' kladne 6isla pomocou vety 2 velmi

a\ -\r a2 ... + «n sF axa2 ... an

1
+

1
^2 + + an 4 1

odkial ziiasobenim dostaneme zovseobecnenu nerovnosf (5).
Mozne sii i in6 sposoby riesenia uvedenych prikladov a treba uvitaf, ak 

s n'mi ziaci na zaklade vlastnej invencie pridu. Metoda, ktord sme ukazali, 
ukdze sa v dalsich lilohach ako velmi pouzitelna a plodnd. Vychddzajdc 
z jednoduchych viet, prideme k vj^sledkom, ktord nebudii vidy jedno- 
duehd.

Po prebrati dloh, ktord budii na pokracovanie uverejnend, majd ziaci 
moinosf doplnenia a zovseobecnenia vysledkov, ak na mieste 1. vety pouzijii 
tiito vetu:

3. veta o komparabilite (porovnatelnosti) aritmetickdho a geometric- 
kdho priemeru nezdpornych cisiel:

Nech an, w ^ 1 sii nezdpornd cisla. Potom

+ ®2 + an

pridom rovnosf plati prdve vtedy, ak Ui = 02 — an-
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Dokaz tejto vety najdu ziaci v odporiicanej literature.
Este sii dalsie moznosti zovseobecnovania vsetkych nerovnosti, ak sa 

pouziju vety o tzv. vazenych priemeroch aritmetickych, geometrickych, 
mocninnych atd., ako sii napr. vety 6, 9, 10, 16 a ine v diele autorov G. H. 
Hardy, J. E. Littlewood, G. Polya: Inequalities (Cambridge, 1934).

Na niektore pouzitia vety 3 sa poukazuje v poznamkach pripojenych 
k jednotlivym liloham. Tieto poznamky sii urcene vylucne pre ucitela, 
ktory ich ma ziakom naznacit tak zdaleka, aby neporusil ich rado.st z vlast- 
nej invencie.

Material mozno poiizit uz od 1. rocnika. Vo vyssich rocnikoch moze 
2iak uz samostatne pracovaf, pricom sa lilohy neprebrate v predoslych 
rocnikoch pouziju na osviezenie pamati ziakov. Vyznamne je, ze ziakovi 
sa automaticky otvara perspektiva pre dalsiu samostatnii pracu. Pritom je 
dolezitejsie, ze ziak nadobiida formalne schopnosti pre tvorenie a riesenie 
matematickych problemov, nez je latka, v ktorej sa pracuje I'hoci i ta je 
velmi uzitocnd). To sa zdorazhuje preto, lebo nielen pri siitaziach MO 
a MMO, ale aj u posluchacov vysokych skol, sa prejavuje isty nedostatok 
tychto formalnych schopnosti, a preto treba hladat cesty napravy. Domnie- 
vam sa, ze jednou z nieh by mohla byt metoda prace v kruzkoch, ktorej 
skromny priklad predvediem. Vysokoskolski pedagogovia so sirokym vedec- 
kym rozhladom by mohli navrhniit dokonalejsie riesenie. Hlavnd je, aby 
prdca ziaka bola z 50 % akousi stavebnicovou hrou budiiceho stavitela 
a z 50 % vaznou pracou zaciatocnika a ucha vo vedeckej praci. Diifam, ze 
k niecomu podobnemu sa moj namet blizi.

Pozndmka redakcie. Uverejnemm tohto clanku zahajujeme rubriku liloh po- 
dobneho rdzu ako navrhiije P. BartoS. Prosime ditatelov, aby ndm posielali podobiie 
lilohy na uverejnenie. Ako prve v nasledujiicej mbrike ijlohy pre prdcu matema
tickych kruikov uvddzame niektore lilohy siivisiace s cldnkom P. BartoSa. V uve- 
rejhovani t;y^ehto liloh budeme pokradovaf aj v dalSfch zvazkoch Matematickych 
obzorov.

Redakeia
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