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O TRANSFORMACIACH POSTUPNOSTI

JOZEF ANTONI, Bratislava

Pojem limity je jednym zo zakladnych pojmov matematickej analyzy. Davnejsie
sa ukazovala potreba tento pojem zovSeobecnit, a to hlavne pojem limita
postupnosti. Pri skimani Fourierovych radov sa zistili pripady spojitych funkcii,
pre ktoré ich Fourierov rad bodovo nekonvergoval. Ak sa ale limita postupnosti
¢iastoénych suctov definovala vSeobecnejsie, ukdzalo sa, Ze v tomto vSeobecnej-
$om zmysle uz Fourierov rad konverguje (dokonca rovnomerne). To je priblizny
obsah znamej Fejérovej vety, pricom zov§eobecnenou limitou postupnosti sa v nej
mysli toto: Postupnosti {x,} priradime postupnost {ﬁi—;———i—j—"} , a ak
existuje limita tejto postupnosti, prehlasime ju za zovSeobecneni limitu postup-
nosti {x, }. Tato metdda je znama pod nazvom Cesarova metdda prvych aritmetic-
kych stredov alebo kratko metdda (C, 1). Touto metddou moézeme prehlasit za
konvergentné také postupnosti, ktoré nie si konvergentné v beZznom zmysle ; napr.
postupnosti 1,0, 0, 1,0, 0, 1, . . . priradime metédou (C, 1) postupnost {0, } =1,
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Metdda (C, 1) ma este ti vlastnost, Ze kaZzdej konvergentnej postupnosti priradi
postupnost, ktord ma td istd limitu. Tato vlastnost si méZeme overit takto: Nech
postupnost {x,} konverguje k Ccislu s. Mame dokazat, Ze aj postupnost

i
o
konverguje k s, existuje také prirodzené Cislo n, (zavislé od €), Ze pre n = n, plati

+x,,} konverguje k Cislu s. Nech £>0. Pretoze postupnost {x,}

P —s|<§~ Zvolme n, tak, Ze pre n =n, plati I—;z——f—l 2 pre 1=i=n,. Potom
pre n Zmax (n,, n,) plati:
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Pretoze ¢ bolo Tubovolné kladné C¢islo, dokdzali sme, Ze postupnost
{xl+x2+...

o +x,,} konverguje k s.

O takychto zovSeobecnenych limitdch sa hovori v ¢lanku [2].

Sposob priradovania postupnosti, hovorime aj transformacie postupnosti, je
dany najCastejSie nekone¢nou maticou (a,,, ) takto: Postupnosti x = {x, } sa priradi
postupnost o(x)= {0, (x)} podla vztahu

GM(X)=§_=:1 X,

Siictom postupnosti {x,}, {y,} nazyvame (ako obvykle) postupnost {x, +y,}.
Nasobkom postupnosti {x,} ¢islom a rozumieme postupnost {ax, }. Pod transfor-
mdciou budeme rozumiet zobrazenie o, ktoré priraduje jednej postupnosti inii
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postupnost. Pod linedarnou transformaciou rozumieme transformaciu o, ktora
spliia podmienky

o(x +y)=o(x)+o(y)
o(ax)=ao(x), pre kazdé redlne Cislo a

V nasledujicich prikladoch je uvedenych niekolko transformaécii.
1. Transformacia o, je dand vztahom: kazdej postupnosti {x,} priradime

postupnost 0 1 Lahko zistime, Ze tato transformacia nie je linearna.

. b A . . Jx]
2. Transformdcia o,, ktord priraduje postupnosti {x,} postupnost {;}, je

linedrna.

3. Nech {a,} je pevna postupnost redlnych Cisiel.
Transformdcia T, ktora priraduje postupnosti {x, } postupnost {a,x, }, je linedrnou
transformaciou.

4. Transformdcia, ktord priraduje postupnosti {x,} postupnost {ﬁ—gﬂ} je

tiez linedrnou transforméciou. VSimnime si blizSie transformaciu z prikladu 3.
Tuto transformaciu moZeme vyjadrit pomocou matice (a,, ), kde a,, =a, (n =1, 2,
3,...)aa,, =0pre m#n. Vlastnosti transformacie zavisia od vyberu postupnosti
{a,}. Ak {a,} je ohrani¢end postupnost, tak touto transformaciou sa transformuja
ohrani¢ené postupnosti na ohraniCené postupnosti. Ak {a,} je konvergentna
postupnost, tak konvergentné postupnosti sa transformuji na konvergentné

postupnosti. V pripade, zZe lim a, = 1, plati lim a,x, = lim x, pre kazdd konvergent-

ni postupnost.

Cvicenie 1. NapiSte transformdcie z prikladov 2 a 4 pomocou nekonecnej
matice.

Cvicenie 2. NapiSte maticu pre metédu (C, 1).

Vlastnosti transformécie danej nekone¢nou maticou zavisia od prvkov matice.
Uvedieme bez dokazov podmienky, ktoré si nutné a postacujice na to, aby
transformdcia dand nekone¢nou maticou transformovala kazdid ohraniCend po-
stupnost na ohraniend postupnost, prip. kazdi konvergentni postupnost na
konvergentnui postupnost. Dokazy tychto viet, okrem pdvodnych prac, moéZeme
ndjst v [1] a [3].

Veta 1 (Toeplitzova — Kojimova veta). Linearna transformacia dand maticou
(a,.,) transformuje kazdu ohrani¢enu postupnost na ohrani¢eni postupnost vtedy

z

alen vtedy, ak existuje taka konStanta M, Ze pre kazdé prirodzené ¢islo m plati:
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S i=M (1)

n=1

Priklad 6. Transformacia dana maticou (b,,), kde

wda i

bln 2

yb=2""prem>lan=m

a b,, =0 pre n>m, transformuje kazdi ohranieni postupnost na ohranic¢eni
postupnost. Lahko sa zisti, Ze podmienka (1) je splnend, ak za M zvolime
TubovoIné ¢islo, ktoré nie je menSie nez 2.

Cvicenie 3. Ukazte, Ze transformacia z prikladu 6 netransformuje kazdi
konvergentni postupnost na konvergentni postupnost.

Veta (Kojimova — Schurova veta). Linedrna transformacia dana nekone¢nou
maticou (a,,) transformuje kazdi konvergentni postupnost na konvergentni
postupnost vtedy a len vtedy, ked si splnené podmienky:

a) existuje taka konstanta M, Ze pre vSetky m plati (1);

b) pre kazdé n existuje lim a,,=a,;

¢) existuje lim 2, 4,., =a.
n=1

m—sce

Potom plati:

lim o, (x)=a lim x, + 2, a,(x, ~lim x,)
- o n=1 e
Daésledok (Toeplitzova veta). Linearna transformacia dand nekone¢nou mati-
cou (a,,) transformuje kazdi konvergentni postupnost na takd konvergentni
postupnost, Ze limity obidvoch postupnosti si rovnaké vtedy a len vtedy, ked si
splnené podmienky a), b),c)a a,=0(n=1,2,...), a=1.
Takéto metddy sa nazyvaju regulirnymi metodami limitovania (€asto aj sumo-
vania) alebo zovseobecnenymi limitami. Prikladom reguldrnych transformacii si

transformacie uvedené v priklade 4 ; v prikiade 3, ked plati lim a, = 1, metdda (C,

n—se

1). Priklady dalSich takychto transformacii eSte uvedieme.
Nech {p,} je postupnost nezdpornych ¢isiel, ktoré sa vSetky nerovnaji nule
(p,>0). Polozme P,=p,+p,+...+p, pren=1,2,....

Priklad 7. Transformdciu dani maticou (a,,), kde a,, =£"};"—” pre n=m
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a a,, =0 pre n >m, nazyvame Norlundovou sumacnou metédou a oznaCujeme
kratko (N, p,).
Z dosledku vyplyva, Ze Norlundova sumacna metdda je zov§eobecnenou limitou

prave vtedy, ked lim %=O. Dokaz tohto tvrdenia si Citatel mozZe urobit ako

cviCenie (pozri [3]).

Jednou z vlastnosti regularnych Norlundovych metdd je nasledujiica vlastnost:
Nech (N, p,) a (N, gq,) su dve regularne sumacné metédy. Nech postupnost
x = {x,} kazdou z tychto metdd sa transformuje na konvergentni postupost (mozu
to byt dve rozne postupnosti). Potom obidve transformované postupnosti maju ta
istd limitu.
P

£,
pre n>m, nazyvame Rieszovou sumacnou metodou a kratko ju oznaCujeme
(R, p.)-

Cvicenie 4.Zistite,za akych podmienok, kladenych na postupnost {p, }, je (R,
p,) metdda reguldrna.

Cviéenie 5. Ukazte, ze metdda (C, 1) je Specidlnym pripadom Rieszovej aj

Norlundovej metody.
~ Navod. Ukazte, Ze matica metédy (C, 1) sa dd vyjadrit pomocou vhodne
zvolenej postupnosti {p,}.

Cviéenie 6. Ukazte, Ze metdoda (N, p,), kde p,=p,=1, p;=6 a p,=0 pre
n >3, je reguldrna.

Cvicenie 7. Néjdite vSetky postupnosti, ktoré sa transformuji transformaciou
z cviCenia 6 na konvergentné postupnosti. !

Cvicenie 8. Napiste maticu metody (R, p,), kde p, =n (n =1, 2,. . .), a zistite
zovSeobecnend limitu postupnosti 0, 1, 0, 1, 0, . ...

Priklad 8. Transformaciu dani maticou (a,,, ), kde a,,, pren=maa,,=0
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