HERONOV VZOREC A ZVONKA VPfSAN"™ KRU2NICE

MILOS FRANEK, Prievidza

Kruznicu dotykajiicu sa prave jednej strany trojuholmka a priamok,
na ktorych lezia ostatne dve, nazyvame zvonka vpisanou Kkruznicou.
V clanku odvodime vzorce pre polomery zvonka vpisanych kruzmc a v su-
vislosti s tym podame jednoduchy dokaz Heronovho vzorca. Poznamenajme,
ze zapis typu AB pouzijeme d'alej tak na oznacenie lisecky, ako aj jej dizky
(druha moznost nastane prave vtedy, ked sa taky zapis vyskytne v akejsi
rovnosti).

Pouzijeme tieto zname fakty:

(@) Priesecnik dvoch roznobeznych dotycnic tej istej kruznice ma od do-
tykovych bodov rovnake vzdialenosti.

(b) Osi uhlov vytvorenych dvoma roznobezkami sii na seba kolme.

(c) Ostre uhly s navzajom kolmymi ramenami su zhodne.

(d) Polomer g kruznice vpisanej trojuholniku je dany vzorcom

P
=5
kde F je plosny obsah trojuholnikaa je jeho polovicny obvod.

(e) Pri obvyklom oznaceni zakladnych prvkov trojuholnika sa vzdiale-
nosf vrchola A od dotykovych bodov vpisanej kruznice so stranami AB,
AC rovna hodnote s—a. Vzdialenosti vrcholov B, C od ,,prislusnych”
dotykovych bodov sii v tomto poradi: s—h, s—c.

V trojuholniku ABC s plosnym obsahom P, polovicnym obvodom s
a s obvyklym oznacenim dizok stran oznacme zapismi k={S; q), ka ™ {Sa",
Qa) V tomto poradi vpisanu kruznicu a kruznicu zvonka vpisami, ktora sa
dotyka strany BC {obr. 1). Dotykovy bod kruznice k so stranou AB nech
je T a dotykove body kruznice ka s priamkami BC, CA, AB budii v tomto

poradi Ti, T2, TsjS.
Na zaklade (a" dostaneme - —

AT3 + ATz = (AB + BT3) + (AC + CT2) = AB + BTx + AC CTx =
= (BT\-)-TxG) -AC'hAB=a b ~ 29
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Giie

A-Th~j- AT2 = 25
Podia (a) plat! AT — ATz, cize aj

ATz = ATz =5

Z tvrdenia (e) vyplyva

AT —s_a

TB =s8—b
apodia (1) zase

BT3 =8—c¢

Teraz uz lahko vypocitame polomer Qa z podobnosti

AAT~Sa — A ATS
a ztvrdenia (d)

ga SaTi ST Q
8 TsA TA s—a’
P
@ g 4
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Cyklickou zdmenou dostdvame vzorce

P
Qb «—Db

P
x5 ¢

pre zvonka vplsand kruznice kt = (Si,; Qb), k¢ = (Sc; Qc), ktord sa v tomto
poradi dotykaju strdn CA, AB.

Pomocou predoSl;*ch vysledkov odvodime Heronov vzorec. Podia (b),
(c) zistime, ie trojuholmky BTS, SaTiB sii podobnd a plati

Qa SaTh BT 8—b
8¢ TiB TS

QQa = {8 —b){s- ©
Odtial dosadenim podia (d) a (2);vychddza

g{8—a) (s—b) (5s—¢)

Pre zaujimavost uvedme v tejto siivislosti tiito lilohu XIV. ro6. MO,
ktord vtedajsim ucastnikom kategorie A robila najvacdie fazkosti:

V rovine su dand vedlajsieuhly MON, NOP avo vnutri uhla"NOP
je dany bod Q. Bodom Q vedte priamku, ktord s polpriamkami OM, ON
ohraniduje trojuholiuk, ktordho obv”od sa rovnd dandmu kladndmu dislu 2s.
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