0 SUMOVANi POSTUPNOSTi A RADOV

JAROSLAV CERVEMANSKY, Bratislava

V tejto poziiamke informativnym sposobom zhrnieme niektore poznatky,
tykajuce sa zDvSeobecnenej konvergencie postupnosti a radov. Problema-
tika konvergentnych postupnosti a radov nebude teraz predmetom ndSho
zaujmu, Predpokladame, ze ta je zo zdkladn~ho kurzu matematiky zndma
kazdemu citateTovi. Preto pojmy ,,postupnosf konverguje*, ,rad kon-
verguje*, resp. ,,rad ina konecny sucet* tu na tomto mieste nebudeme
objasnovat. Nas budii viacej zaujimat divergentne postupnosti a rady. Za
konvergentnii postupnost budeme v celej poznamke povazovaf postupnosf,
ktord ma konecnu limitu.

Uvazujme 0 postupnosti

{1.0, 1,0, 1,0, Q4

Zrejme je tato postupnost divergentna. Priradme tejto postupnosti novu
postupnost, a to nasledujucim sposobom: Jc-ty clen novej postupnosti sa
bude rovnat suctu prvych fc-clenov povodnej postupnosti, vydelenemu
cislom J. Touto metodou dostavame z povodnej postupnosti (1) postupnost
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Eahko sa da nahliadnut, ze tato postupnost ma limitu rovnajiicu sa

Stoji za povSimnutie, ze nova postupnost konverguje prave k aritmetic-
kemu priemeru cisel 0 a 1, co sii vlastne hodnoty clenov povodnej postup-
nosti.

Teraz si popiseme priradenie postupnosti (2) k postupnosti (1) zo vSeobec-
nejSieho zorneho uhla.

Nech A = {ank) je nejakd 6iselna matica a

€
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je hibovolnd 6iselna postupnosf. Potom zostrojme postupnost

kde / “
e/ k}{\\ dmk~k

pricom predpokladame, ze prew = 1, 2, ... rady vprav'o v (4) konverguju.
Postupnost volame yl-transformaciou postupnosti Ak teda

specialne volime za Aq = {(ink), dnk = pre k ™ na Unk =0, pre k > n,

maticu aritmetickych stredov, tak Ao-transformacia postupnosti (1)
je postupnost (2). Ak vseobecne postupnost (4) konverguje a ma limitu
rovnajucu sa hodnote t, potom hovorime, ze postupnosf (3) je sumovatelna
maticou A k limite t a piseme A-lim Sn — t.

n->00
Zatial sme si vsimali problematiku sumovatelnosti postupnosti. Uplne
obdobna situdcia je i pri radoch. Ved vysetrovaf konvergenciu radu zna-
mend vysetrovaf konvergenciu k nemu prisluchajucej postupnosti ciastoc-
nych siictov.

cc
Priklad. Uvazujme o rade ™ Je zname, ze tento rad nekon-

«=1
verguje, lebo k nemu prisliichajuca postupnosf ciastocnych siictov je po-
stupnosf (1, 0, 1,0, 1, 0, ..  co je postupnosf (1), ktora je divergentna.
Ako sme si vsak vyssie ukazal, mozno ju maticou aritmetickych stredov Aq
transformovaf do konvergentnej postupnosti (2).

Videli sme, ze Ao-transformacia divergentnej postupnosti moze byf
konvergentna postupnosf. Ale matica Aq ma este aj inu, nemenej dolezitu
vlastnosf, a to takii, ze kazdu konvergentnu postupnosf transformuje
opaf do konvergentnej, majucej tii istu limitu ako postupnosf povodna.
Posledne tvrdenie si dokazeme:

Uvazujme o lubovolnej konvergentnej postupnosti Oznacme:

d—limdn, hi—di—d(i— 12 ...) a bn nech je postupnosf, ziskana
Ao-transformaciou postupnosti {(In)- Teda

di d2-T e (in

Nasim cielom je ukazaf, ze lim bn — d. Ale to plati prave vtedy, ked

k lubovolndmu e > 0 existuje iV* take, ze pre vsetky n > A plati |6« —d\ <
< e. Pocitajme
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bii ' d i f- 62 + oo A\ dji hi + ~2 + ... -\- hfi
n
Jh hnj
+ —+ ...+
n I'n n
Vsimnime si posledny siicet. Z defimcie hodnot hi (pret =1, 2, ...) je

zrejme, ze lim hi = 0j teda existiije n take, ze pre vsetkyw >  je [hnj <

1->-00

< i, ale tiez existiije n" tak, ze pre vsetky n > n" je l—(| N+ |2+t

. E . .
+ m. + [l < I’eraz staci brat N — max {n , w"}. Potom pre n > iV

plati

h: + hn'—il . hn P~ £
+--- ) ” ‘ .
n n | oW r nl 2

atak |hn—d| < epre7i > N.

Tym je nase tvrdenie dokazane.

Transformacie, ktore zachovavaju nielen konvergenciu, ale i hodnotu
limity povodnej postupnosti, nazyvame regularnymi transformaciami.

Regularnost matice mozno charakterizovat nasledujucim sposobom;

Veta. Nech {zn] je lubovolna konvergentna postupnost, konvergujiica
k hodnjte z. Potom postupnost

00
— N /\nk/\k

I..nverguje k 2 pre n -> co prave vtedy, ked plati

1'kX|| < ) pre vsetky n = 2, ...
2. lim ank = d, pre lubovolne pevne k.
3. ™~ ank = An l, pren oo

* = i
Dokaz tejto vety je pomerne dlliy, preto ho neuvedieme. Mozno ho najst

v[l],str.79.
Teraz si ukazeme, ze matica aritmetickych stredov Agq je regularna,

Vsimnime si tiito maticu. Vieme uz, ze ank — re pren ko ank =0,

pren < k. Pocitajme
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6im sii vlastnosti (1) a (3) overen6. Podobne

iimanic == lim — =0
ffi-*-00 n-*cc
cim je overena i vlastnost 2, teda je regulamou maticou.
l)al8iin prMadom reguldrnej matice je tzr. Borelova matica. Jej prvky
sii definovane nasledovne

~nk K\

Pocitajme
e,,,/\nl\
o= oAk 9 eny —=1
*:0

Tento vysledok ukazuje, ze Borelova matica spina predpoklady 1 a 3

naSej vety. Ale kedze pre lubovolne k tiez plati

i £,-nnk

n-l’[(T)]O ~kr
je zrejmd i plainest podmienky 2, teda Borelova matica je reguldrnou
maticou.

Vieme uz, ze transformaciou konvergentnej postupnosti regulamou
maticou dostavame opaf konvergentnu postupnosf. Ale existuje matica,
ktord nie je regularna, ale transformuje kazdu konvergentnu postupnost
opat do konvergentnej postupnosti.

Priklad. Uvazujme maticu Ai — («»*), ktorej prvky su dan4 nasledovne

an n-i — —1. arm = 1 a %* = 0, pre vsetky ostatne k. Nech {sn}w=i je
lubovolna konvergentna postupnost. Potom Ai-transformaciou postupnosti
{«ra} dostavame postupnost kde Zn = % — pre n— 2,3, ...

Kedze postupnost {sn} je konvergentna, zrejme plati

limzZn — lim (s,,—Sn_i) = 0

n->*00 «->00

teda postupnost {zn} je tiez konvergentna. Matica Ax vSak nie je reguldmou,
lebo 00

Y, ttnk — o0

pre v8etky rt, <50 je v spore s vlastnostou (3) reguldmych matic.
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Poznamka. Reguldrne matice, t. j. matice spinajuce podmienky 1
az 3, sa tie2 nazyvaju T-maticami.

Uvazujme iba ohranifien® postupnosti a zavedme si nasledovne ozna-
Cenia: C—nech je mnozina vsetkych konvergentnych postupnosti, S =
= S{T) — mnozina vsetkych ohranicenych postupnosti, sumovatelnych
reguldrnou maticou T a M — mnozina vsetkych ohranicenych postupnosti.
Treba si uvedomif, ze mnozina 8 = S{T) moze byi vo vSeobecnosti pre
dve rozne T-matice rozna.

Poznamka. Nech u — {un)n=\ a t? = {vn}n=i sii lubovolne prvky
z 8{T) a nech c je lubovolne realne cislo. Zavedme si nasledujuce operacie:

U-\-V = {unVn]n="i a c . % = {cUn]n"i

Eahko sa da nahliadnut, ze mnozina S{T) s takto definovanymi operaciami
tvori vektorovy priestor nad telesom realnych cisel. K tomu zrejme staci
ukazat, ze ak % G S{T), v e S{T) (t. j. ak existuje T-limu a T-limv) a c je
redlne cislo, tak {u  v)e S{T) a {c. u) e S{T) [t. j. existuje T-lim {u -f- v)
a T-lim (c.w)]. Pocitajme

T- lim {unVn) = T- limUn + T- lim %
Podia predpokladu obe T-limity vpravo existuju, teda existuje i T-limita
vlavo. Z tych istych dovodov existuje aj

T- limcun — cT- lim
teda S{T) tvori vektorovy priestor.

Podobnou uvahou mozno ukazat, ze aj mnozina G tvori vektorovy
priestor, ktory je vektorovym podpriestorom kazdeho S{T), kde T je lubo-
volnha regulama matica.

Vzhladom na uvedene oznacenie zrejme plati inkluzia C C 8 C M.
Da sa ukazat, ze existuju T-matice, pre ktore je C = 8. Staci vziat na-
priklad jednotkovu maticu E — =1l akw=Aaank=0 vo
vsetkych ostatnych priprdoch. Eahko sa nahliadne, ze matica E transform
muje kazdii postupnost do tej istej postupnosti. Teda nejaka postupnost
ma J5J-limitu prave vtedy, ked je konvergentna. Teda v tomto pripade
jeC=S.

Prirodzene sa naskyta otazka, ci existuje regulama matica T takd,
aby 8{T) = M, t. j. 6i existuje T-matica, ktora by transformovala kazdu
ohranicemi postupnost do postupnosti konvergentnej. Odpoved na tdto
otdzku je zdporna. Plati totiz veta:

Veta (Steinhaus). Nech A — {ank) je lubovolna regulama matica.
Potom existuje ohranicend postupnost s dlenmi iba 0 a 1, ktord nie je sumo-
vatelnd maticou A.
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Dé6kaz tohto tvrdenia mozno najsf v [1], str. 93.

S otazkami sumovatelnosti nekonecnych postupnosti uzko suvisia tzv.
vety Tauberovho typu. Su to vety, v ktorych zo sumovatelnosti postup-
nosti a nejakej dalsej podmienky vyplyva konvergencia tejto postupnosti.

Pri tejto prilezitosti by som chcel poukazat na jednu nepresnost v praci
Fu Cheng Hsianga [2], Vo svojej praci vyslovuje tvrdenie;

Veta 1. Nech {fn} Je postupnosf konecnych funkcii definovanych na
uzavretej mnozine E. Ak k Tubovolnemu PqE E existuje taka regularna
matica A = {(ink) {n, k = 1,2, ...), ze kazda ciastocna postupnosf {fni{Po)}
ma A-limitu, potom postupnosf {/k} konverguje na E k ohranicenej funkcii/.

Da sa ukazaf, ze predpoklady tejto vety zarucuju bodovu konvergenciu
postupnosti {fn} k nejakej funkciif, ktora je konecna na E, ale tu nemusi
byf ohranicena.

Kontrapriklad. Na mnozine E— < 0, 1 > si definujme funkciu
(p{x) nasledovne:

¥y 0 aka — Bje nenulove racionalne cislo,

(Mx) 0, ak a — 0, alebo x je iracionalne cislo.

Teraz polozme fn = <p, pre n — 1, 2, ...Predpoklady tvrdenia Fu Cheng
Hsianga su splnene a zrejme {fn} -> (p, pre n  00. Ale 9 je na E neohrani-
cesna.

Poznamka. Ak by sme vo vete 1 predpokladali naviac rovnaku ohrani-
cenosf funkcii/ra, t. j. existenciu cisla (7 > 0tak, ze pre vsstky P e E a vsetky
n=12,... je \fn (P) | ~ C, potom bude zrejme vyssie vyslovene tvrdenie
spravne.
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