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Motto: ,,Ak na nieCo prideme, velmi sa
divime, Ze na to prisiel
aj niekto iny.*

Jean Paul

ZIAK VERSUS VYUCUJUCI ALEBO KNIHA

ANTON HNATH, Michalovce

Vseobecne prijimanou, alebo aspon proklamovanou normou vo vyucovani
matematiky (a nielen matematiky), je schopnost pedagdga ocenovat tie myslienky
a napady ziaka, ktoré si jeho vlastné, t. j. vyboCuji z ustdlenych postupov
pouzivanych v $kole, nereSpektuji ndvody ucebnice a pod. Existuji faktory, ktoré
ovplyviiuju alebo nezdmerne (napr. spomenuté navody v ucebniciach), alebo
zamerne (napr. vyucujici, ktory nerdd sleduje myslienkové pochody, ak su
rozdielne od tych, ¢o prave prebiehaji v jeho mysli) matematickd individudlnost
Ziaka. Tieto vplyvy obyCajne neprospievaju Ziackej vynaliezavosti a drobnej
matematickej tvorivosti. V tomto prispevku chceme na niekolkych prikladoch
ukdzat, Ze Ziacke rieSenie je vyhodnejsie alebo aspon rovnako dobré, ako rieSenie
navrhované ucebnicou, prip. komentarom alebo vyucujicim.

Priklad 1. V R rieSte rovnicu s premennou x a parametrom

acR:|x—a|l+|x+a|=2a-1 (1)

Vyucujici odporica pouzit metddu nulovych bodov.

Postup ziaka: Pre a=0 je uloha nerieSitelnd. Pre a>0 vychddzame
z geometrického vyznamu absolitnych hodnét na Iavej strane rovnice (1) (vzdia-
lenost bodov x, a, resp. x, —a).

Pre x e (—», —a> u <a, ®) je |[x—a|+|x+a|=2a>2a -1, teda rovnica
je nerieSiteInd. _
Pre x € (—a, a) je |x —a|+ |x+a|=2a>2a—1, rovnica je opit neriesitelna.

Zaver. Rovnica (1) je v R nerieSitelna pre vSetky a € R.
Témou dalSej ulohy je vySetrovanie mnoziny bodov danej vlastnosti metodou
analytickej geometrie.

39



Priklad 2. Na priamke st dané body A, B, C tak, Ze bod B lezi medzi bodmi A,
C, pricom AB =2BC. Najdite geometrické miesto bodov, z ktorych vidiet asecky
AB, BC pod rovnako velkymi uhlami.

Postup navrhovany ucebnicou sa opiera o nasledu]ucu vetu:

Ak maju dve priamky smernice k,, k,, ich odchylku a # 90° vypo€itame podla

k.—k,
1+ k,k,|

RieSenie Ziaka. Oznatme P, obsah trojuholnika AMB, P, obsah trojuholnika
BMC (obr. 1). Zrejme plati:

vzorca tg a =

P,=SP, 2

M=[x, y]

A=fa,0] 8=0.0] C=[ 20,0] -

Obr. 1

Ale

Pl=%AM.BM.sin<IAMB, P2=%BM.CM.sin<l:BMC

kedZe sin < AMB =sin < BMC, dostaneme po dosadeni za P,, P, do (2):
AM=2CM 3)

Kazdy bod M hladanej mnoZiny bodov bude potom v suradnicovej sistave
zvolenej ako na obr. 1 vyhovovat rovnici

V(x+a)+y*=2V(x —2a)+y>
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ktord Tahko upravime na tvar
(x —3a)*+y*=4a’

¢o je rovnica kruZnice so stredom S =[3a, 0] a polomerom r =2a. Obratenie
postupu je tiez jednoduché : Zo (4) vyplyva (3) a odtial pre y#0: sin ¥ AMB =
=sin < BMC, teda

bud a)
<X AMB =< BMC

bud b)
< AMB =180°— < BMC

Moznost b) je vylicend.

Citatel si mozZe uvedené riesenie prikladu ¢. 220 zo s. 130 z Matematiky pre 3.
roénik SVS, vetva prirodovedn4, porovnat s postupom rieSenia v tejto uéebnici.

Dalsie dve tlohy si z I. kola kategérie B- XXV. roénika MO.

Priklad 3. Nech a, b, ¢ si TubovoIné kladné redlne ¢isla. Potom neexistuje

trojuholnik, ktorého strany by mali dlzky aVc?—b?, bVc?—a?, c’. Dokéizte!
Komentar k rieSeniu tejto ulohy, ktory sa oby€ajne zhoduje s rieSenim uvede-
nym v prisluSnom zvizku uloh z MO, navrhuje dokdzat nerovnost

aVeci-b2+bVci—a*=Sc?

RieSenie ziaka. Vetu dokdZeme analyticky. Dokdzat ju znamena dokazat, ze
kruznice k,=[S,, aVc2—b?], k,=[S,, bVc2—b?] (obr. 2) maji najviac jeden
spolo¢ny bod. Spolo¢né body kruznic k,, k, uréime rieSenim sdstavy

» x2+y2=a2(cz—b2)
(x - C2)2 +yz= bZ(CZ _az)

Po kratkom vypocte dostaneme :

. cita—b?
2 2
ct+a*—b?\?
B e R S
res et han ol
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k
aVcZ b2 ka
b [’ c2a2
Sz=[cz, 0 x

Obr. 2
Teraz staCi ukazat, ze y>=0, teda
(E2E=bY o

Téato nerovnost je vzhladom na podmienky, ktorym vyhovuju a, b, c, ekviva-
lentnd s nerovnostou
2 2 2
c*+a’-b Lt
———=Va¥(c*-b?)
2
Ak oznaéime c*—b?’=u, a’=v, mame zndmu nerovnost:

u+v
2

=Vuv

Tym sme dokaz skoncili.

Priklad 4. V rovine je dany Stvorec. Ndjdite mnozZinu taZisk v§etkych trojuholni-
kov, ktorych vrcholy lezia na hranici Stvorca tak, Ze delia jeho obvod na tri Casti
rovnakej dizky. _

Komentdr odporiuca pouzit metddu analytickej geometrie.

MysSlienka Ziaka. RozdeIme bodmi M,, M,, ..., M, kazdi stranu §tvorca na
tri zhodné tsecky (obr. 3). Nech sa vrchol x trojuholnika rovnomerne pohybuje
po tisecke AM, od A do M, ; potom vrchol Y rovnomerne prebieha dsecku M;M,
od M, do M, a vrchol Z rovnomerne usecku MD od M, do D. Stred S usecky XZ
sa pri tomto pohybe nemeni. Taziska vSetkych trojuholnikov s pozadovanou
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Mg- L M,
s
:
M, 4 M,
D W M T

Obr. 3

vlastnostou vyplnia isecku T,T,, ktord je obrazom tsecky M,M, v rovnolahlosti so
stredom S a koeficientom x =31—- Dalsi postup je zrejmy.-

Aj ked rieSenie navrhované komentarom sa da pouzit i pri zlozZitejsich dlohéch,
ktoré si podobné tlohe 4, uvedeny postup moZe uplatnit aj Ziak, ktory sa eSte
nestacil zoznamit so zakladmi analytickej geometrie.

Zaverom chceme zdoraznit zndmu pravdu o symetrickosti relacie ,,.x uc¢i y*
v mnoZine vSetkych Tudi. V odvahe pedagdga priznat tito vlastnost vyucovania
a porozumenie pre matematiku a matematikov (ale nielen pre matematiku
a nielen pre matematikov).
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