
MATEMATICK^ OBZOKY 4/1973

VYBRANE KAPITOLY 
Z ELEMENTARNEJ TEORIE CISEL II

Stefan ZNAM, Bratislava

Tonto clanok priamo nadvazuje na cast I (pozri [4]) a budeme tu 
bez dalsieho vysvetlenia pouzi'vat tarn dokazane vety.

I. Ciselne sustavy

V casti I sine sa zaoberali len delitelnostou prirodzenych cisel; tu budeme 
musiet pojem delitelnosti rozsirit: hovorime, ze cele cislo a je delitelne 
eelym cislom 6 0 ak existuje cele cislo c tak, ze plati a = b . c. Mozno
ukazaf (podobne ako v [4] pre prirodzene cisla), ze ku kazdej dvojici celych 
cisel a, b existuju take nezaporne cele cisla q a, z, ie plati

a — bq z, 0 ^ z < b.
Teraz nas bude zaujimaf otazka, ci cislami a a 6 su uz cisla q a. z urcene 

jednoznacne. Dokazeme, ze ano. Predpokladajme, ze plati
a = bqi Zi, 0 ^ Zi < b; (1)
a = bqz + Z2, 0 ^ Z2 < b. (2)

Bez lijmy na vseobecnosti mozeme predpokladat, ze Zi ^ Z2. Z (1) a (2) 
dostaneme

bqi + Zi = bq2 + Z2, cize 
Zi — Z2^b{q2 — qi). (3)

Z toho vyplyva b \ {zi — Z2), a preto Zi — 22 = 0 (ak by bolo Zi — 22 
prirodzene, tak by platilo b ^ 21 — 22, eo je spor s (1) a (2)). Preto 2i = 22, 
a tak z (3) vyplyva 6(^1 — ^2) = 0, a to je mozne len vtedy, ked q2 — qy. 
Dokazali sme teda, ze cisla g a 2 sii urcene cislami a, b jednoznacne.

Teraz sa budeme zaoberat otazkou vyjadritel’nosti prirodzenych cisel 
V roznych ciselnych sustavach. Iste nikto z citatelov nepochybuje o tom, 
ze kazde prirodzene cislo n sa da vyjadrit v desiatkovej sustave, t. j. ze sa 
da pisat v tvare

n = ajc . 10* 4- ••• + «i ■ 10 + «o,
kde ai su nezaporne cele cisla neprevysujuce 9 (tzv. cislice alebo cifry 
desiatkovej sustavy).
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To, ze V matematike sa dues pouziva hlavne desiatkova sustava, ma 
svoje historicke odovodnenie. Ale to je zaroven jediny argument v prospech 
desiatkovej sustavy! Inac by sme takisto dobre pochodili s akoukolvek inou 
sustavou (dokonca dvojkova sustava by bola z niektorych hladisk oveTa 
vyliodnejsia). A tak vznika otazka, ci kazde prirodzene cislo n mozno 
vyjadrit v rubovoTuej r/-adiekej sustave {g prirodzene), t. j. vyjadrit v tvare

n = a]c. + ... + Ui . <7 + cio, (4)
kde tti sii nezaporne cele cisla neprevysujuce g — 1 (pricom a* #0). Cisla at 
nazyvame cislicami (ciframi) g'-adickej sustavy. Moznost takeho vyjadrenia 
uz nie je taka samozrejma! Ak g = 1 tak sa v tvare (4) neda vyjadrit nijake 
prirodzene cislo (lebo cislice neprevysuju g— 1; teda su nuly). Inac plati 
veta:

Veta 1. Ak > 1 je prirodzene cislo, tak kazde prirodzene cislo mozno 
vyjadrit v gf-adickej sustave jedinym sposobom.

Dokaz. Budeme dokazovat v dvoch krokoch.
a) Najprv dokazeme, ze kazde prirodzene cislo mozno vyjadrit v tvare (4). 

Budeme to dokazovat indukciou. Pre w = 1 (g > 1) je tvrdenie zrejme 
pravdive. Predpokladajme, ze tvrdenie je pravdive pre vsetky prirodzene 
cisla mensie ako n a dokazeme, ze je pravdive aj pre n. Existuju nezaporne 
cele cisla b a c tak, ze

n = g . h c, 0 S c < g.
Ak h = 0, tak n — c < g a mozeme polozit k = 0, = c — n. Nech

h ^ 0. Cislo h je mensie ako n, a tak na zaklade indukcneho predpokladu b 
sa da vyjadrit v tvare (4):

6 = ds . grs + ... + . gr + do,
kde dj su nezaporne cele cisla neprevysujuce g a dg 0. Dostavame

n g .b -\- c = g{ds . + ... + di . gr + do) + c -- ds. +
-j- di . -|- do . {/ + c.

Ak teraz polozime Uo = c, ai — di_-[ pre t = 1, 2, ...,5+1, dostaneme 
vyjadrenie cisla n v ziadanom tvare.

b) Dokazeme, ze n sa da len jednym sposobom vyjadrit v tvare (4). 
Budeme to dokazovat znova indukciou. Pre n = \ je tvrdenie pravdive 
(pozri cvicenie 3). Predpokladajme, ze je pravdive pre vsetky prirodzene 
cisla mensie ako n a dokazeme, ze potom je pravdive aj pre n. Nech by pre n 
existovali dve vyjadrenie ziadaneho tvaru:

n ^ er . g^' + ... +ei • {/ + eo,
n=U .gP + ... +/i • S' +/o
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ktorych koeficienty vyhovuju danym podmienkam. Po uprave mame

^ + ... + 6i) + eo == 0^ ■ + ®o>

^ = 9{fv • + ... + /i) + /o = S'. + /o.

Nakolko eo a /o sii nezaporne cele cisla neprevysujuce g — 1, z uvah na 
zaciatku tohto clanku V5rpl^a, ze eo = fo a, E = F. Avsak E < n a, tak 
na zaklade indukcneho predpokladu E sa da jedinym sposobom vyjadrif
V tvare (4), preto r = p, et = fi pre i — 1, 2, r. Teda aj pre cislo n 
existuje jedin^ vyjadrenie v tvare (4), a tym je ddkaz vety ukonceny.

Teraz na jednom priklade ukazeme ako mozno najst vyjadrenie nejakeho 
cisla V gr-adickej siistave.

Priklad 1. Vyjadrite cislo 1973 (je zapisane v desiatkovej siistave)
V sedmickovej siistave.

1973 : 7 = 281...
6

Mozeme teda pisat: 1973 = 7.281 + 6. Preto uz lined mozeme vyhlasif, 
ze tto = 6 (preco?). fialej:

281 : 7 
1

40. cize 281 = 7.40 + 1.

Dostavame: 1973 = 7.281 + 6 = 7(7.40 + 1) + 6 = 72.40 + 7.1 + 6, 
a tak «! = 1. Pokracujme:

40 ; 7 
5

5, 40 = 7.5 + 5.

A tak dostavame konecny vysledok 1973 = 72(7.5 + 5)+ 7.1 + 6 = 
= 5.72 + 5.72 + 1 . 7 + 6.

My sme zvyknuti v desiatkovej siistave pouzivaf skrateny zapis: namiesto

cijc . 10^ + ... + . 10 + do

piseme jednoducho ... dido (napriklad namiesto 1 . 10^ + 9 . IO2 +
+ 7 . 10 + 3 piseme 1973). Podobne mozno realizovat aj v inych ciselnych 
siistavach. Napriklad nase cislo 1973 by sme v sedmickovej siistave mohli 
pisat ako 5516. Aby sme vedeli o ake cislo vlastne ide, musime mat infor- 
maciu o tom, v akej siistave je vyjadrene. My to budeme riesit tak, ze 
vpravo dolu od cisla napiseme cislo g (ak je to vyjadrenie v gr-adickej 
siistave). Napriklad 1973io znamena, ze to cislo chapeme vyjadrene v de
siatkovej siistave a 55I67 znamena, ze ide o cislo v sedmickovej siistave. 
Z dovodov prehladnosti pouzivame v kazdej gr-adickej siistave cislice (cifry) 
0, 1, ...,g — 1. Ak gr > 10 tak budeme mat aj take cislice, ktorych vyjadre-
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nie V desiatkovej siistave je viacciferne — take davame do zatvoriek. 
Napriklad cislo 2(ll)8i3 znamena 2.13^ -j- 11 . 13 + 8 (vystupuje tu 
cislica 11).

Cvicenia*)

1. Dokd2te, 2e 0 je deliteind ka2d^m nenulovym celym cislom.
2. * Dokdite: nech a, h su IubovoIn4 cele cisla, potom existuje dvojica celych 6i'sel 

jar tak, te a = b . q r, kde 0 ^ r < 6.
3. Dokdite, ite 6islo 1 sa dd jedinym sposobom vyjadrit v tvare (4) pre lubovolne

g> 1.
4. Vedeli by ste povedat, prefio cislo 1 nemoieme volif za zdklad ciselnej siistavy ?
5. Vyjadrite cislo 289io v dvojkovej sdstave.
6. Vyjadrite cislo 7 842io v trindstkovej sutave.
7. Vedeli by ste postup opisany v priklade 1 zovseobecnit na vyjadrenie akeho- 

kolvek disla v j-adickej siistave, kde g je lubovolne prirodzene cislo vacSie ako 1 ?
8. Vyjadrite cislo 23 057s (a) v desiatkovej sustave (6) v dvojkovej siistave.
9. Vyjadrite cislo 10110112 v desiatkovej siistave a v sedmickovej siistave.

10. Vyjadrite cislo l(12)l(10)i3 v dvojkovej siistave.
11. * Urcte cislo n, pre ktore plati:

n = (aiOoh = («oOi)io-
12. * Urcte cislo n, pre ktore plati:

n = (aiOojio = {aiao2)3.

n. Delitelnosf v roznych ^iselnych sustavach

Sii dobre zname pravidia delitelnosti prirodzenych 6isel dvoma, troma, 
styrmi, piatimi, Siestimi atd. Tieto pravidia sii zviazane s cislicami dan^ho 
cisla v desiatkovej sustave, a preto v inych sustavach neplatia. Napriklad 
cislo 359 je deliteln^ dvoma ale nie je delitelne piatimi (je to cislo 32io). 
Nasim cielom v tomto odseku bude odvodif niektor^ pravidia delitelnosti, 
ktor4 mozno aplikovat v kazdej ciselnej siistave. K tomu budeme pouzivat 
nasledujiice dve pomocn4 vety.

Lema 1. Pre lubovoln^ prirodzene cisla m a, k plati

w| [(w+ 1)* —1].
Ddkaz. Vychddzajiic zo znameho rozkladu pre a*- 

(poloziac a = w + 1, 6 = 1):

(w + 1)* — 1 = + ... + m 4- !)•

6* dostaneme

*) NArocnejSie priklady sii v tejto prAci oznacene hviezdickou pri cisle prikladu.
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Lema 2. Pre rubovol’ne prirodzene m plati;
a) ak k je nepariie, tak m | [(m— 1)* + 1],
b) ak k je parne, tak m | [(m — 1)* — 1].
Dokaz je velmi podobny dokazu lemy 1 (pozri cvicenie 1).
Teraz dokazeme vetu, ktora je zovseobecnenim znameho pravidla o doli- 

telnosti deviatimi.

Veta 2. Prirodzene cislo
n = Ur ... aittogig > 1)

je delitel’ne cislom g — 1 vtedy a len vtedy, ked (tzv. cislicovy siicet — 
ciferny sucet cisla n, t. j.) cislo

ftl Cl/f —)— ... —j“ ~p CIq

je delitelne cislom g — 1.
Dokaz. Na zaklade lemy 1 pre vsetky i = 1, ..., r plati g — 1 | — 1,

cize = 1 + ^i{g— 1) (kde xt su prirodzene cisla), a tak mozeme pisat:
n =z ar . g^ + ... + . g + ao = ar[\ + Xr{g — 1)] + ... + ai[l +
+ ^1(9'— 1)] + = (s'—■ 1) (^r^r + ••• + diXi) + ffr + ... + CH +

+ tto = K{g— 1) + m.
Marne teda rovnost n = K{g ~ \)-\-m. Z tejto rovnosti na zaklade 

vety 2 casti I vyplyva: ak g — 1 | m, tak g — 1 \n. Podobne sa da dokazaf: 
ak ^ — 1 \n, tak g — 1 [ m (pozri cvicenie 2). Tym je dokaz vety ukonceny.

Pozndmka. Ak zoberieme g = 10, tak dostaneme zname pravidlo: v de- 
siatkovej sustave zapisane cislo je delitelne deviatimi vtedy a len vtedy, 
ked je deviatimi delitelny sucet jeho cislic.

Priklad 2. Zistite, ci je siestimi delitelne cislo 540637.
Podia vety 2 je toto cislo delitelne siestimi (teda cislom g— 1) vtedy 

a len vtedy, ked je siestimi delitelny siicet cislic 67 + dv -f O7 + 67 + 37 = 
= 247. Este raz aplikujeme vetu 2: 247 je delitelne siestimi pretoze 
27 47 = 67. Mozeme teda vyhlasit, ze aj cislo 540637 je delitelne siestimi.

Veta 3. Prirodzene cislo
7t Q/f ... g

je delitelne cislom gf + 1 prave vtedy, ked cislo

m = (ao di — [dx -f- <^3 + ...)
je delitelne cislom g

Dokaz. Na zaklade lemy 2 pre parne cisla i plati g \g^ —1, cize 
mozeme pisat g^ — 1 + 51(9^ + 1) a pre neparne i je gr -f 1 | gr* -f- 1, a tak 
mozno pisat gr* = —1 + + !)• Tak dostavame:
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n — ar . r • • • +

- aziy + Siig +!)]-!-. 
+ (®0 i“ ^<2 + • • •) ■

(/ -}- fto — «o + “i[—1 + '^lig + 1)] +
. = (gf + 1) (ttiSi + a2S2 + ••• + ttrSr) +
- («! 0,2 ^ ...) = K{g \) -\^ m.

Calej mozeme postupovat podobne ako v dokaze vety 2.
Priklad 3. Zistite, ktore z cisel 56 742, 89 441, 345 180 je deliteliie 

jedenastimi (cisla su zapisane v desiatkovej siistave, a preto — tak ako sme 
to zvykli robit — oznacenie siistavy neuvadzame).

Cislo 56 742 nie je delitelne jedenastimi, lebo (2 4-7-1-5) — (4 -j- 6) = 4 
11 ie je delitelne jedenastimi. Cislo 89 441 je delitelne 11, lebo 1 -|- 4 8 —
— 4 — 9 = 0. Lahko sa mozno presvedcit, ze mozeme vzdy postupovat 
tak, ako to teraz ukazeme (z poctarskeho hl’adiska je to najrychlejsi sposob): 
0— 8-4 1 — 5 4-4 — 3 = —11, a tak cislo 345 180 je delitelne jedenastimi.

Cvicenia

1. Dokazte lemu 2.
2. Dokazte: ak g— I w tak g— 1 m (pozri dokaz vety 2).
3. Dokazte vetu 3.
4. Zistite ci je delitefne siestimi a osmimi cislo 1212437.
5. Zistite, ci je osmimi a desiatimi delitelne cislo 77309.
6. Ako zistime o nejakom cisle zapisanom v gf-adickej sustave, ci je delitelne cislom g‘f
7. Nech p\g. Najdite pravidlo, kedy nejake cislo zapisane v g'-adickej sustave je de- 

litelne cislom p (speciAlnym pripadom tohto pravidla sii pravidld delitelnosti dvoma 
a piatimi v desiatkovej sustave).

8. Vedeli by ste najsf nejake dalsie pravidlo platne v kazdej ciselnej sustave?

3. Uloha o minimalnom pocte zavazi

Je dobre znama nasledujuca uloha; aky minimalny pocet zavazi postaci 
na odvazenie kazdej (celistvej) vahy od 1 do iT kilogramov, pricom zavazia 
mozno klast len na jednu misku (ak je dovolene klast zavazie aj na druhii 
misku, vznika ina — trocha tazsia — varianta ulohy). Pri rieseni nasej 
ulohy teraz uplatnime nase znalosti o vyjadritel’nosti celych cisel v dvojkovej 
sustave.

Veta 4. Zavaziami vahy 1, 2, ..., 2”“^ kilogramov mozno odvazit kazdii 
vahu do 2” — 1 kilogramov. Menej ako n zavazi na tiito lilohu nestaei.

Dokaz. Najprv dokazeme prve tvrdenie. Kazde prirodzene cislo m sa 
da vyjadrit v dvojkovej sustave (veta 1) takto

m = Os . 2*’ fti . 2 -j- fto •
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Ak m ^ 2”— 1 tak zrejme s < n (pozri cvicenie 1). Kazda cislica sa 
moze rovnat 0 alebo 1 (to su jedine cislice v dvojkovej siistave). Teda m sa da 
vlastne vyjadrif ako siicet nejakych roznych cisel tvaru 2*(0 ^ i < n — 1), 
a to znamena, ze vaha m kilogramov sa da vyjadrit ako siicet nejakych 
zavazi vahy 2^(0 ^ i n — 1) kilogramov. Tym je tvrdenie (prve) do- 
kazane.

Pomocou t zavazi vsak mozno vyjadrit najviac 2^ — 1 roznych vah 
(pozri cvicenie 2), a tak je spravne aj druhe tvrdenie.

Tato veta riesi nastolenii lilohu len pre K tvaru 2^— 1. Pomocou nej 
vsak lahko mozno dokazaf nasledujiicu vetu, davajiicu liplnii odpoved 
na polozenii otazku.

Veta 5. Ak ^ K < 2^, tak na odvazenie vsetkych vah od 1 do K 
kilogramov je potrehne (a staci) n zavazi.

Da sa dokazat aj to, ze v pripade N — 2^ — 1 lilohe vyhovuje jedina 
sada zavazi: 1, 2, 2^, 2”“‘, V pripade K < 2” — 1 vsak sada nie je
jednoznacne urcena.

Priklad 4. Ak K = 40, tak (nijakych 5 zavazi nestaci!) zavazianii 1,2, 
4, 8, 16, 32 mozno odvazit vsetky vahy od 1 do 40 kilogramov (to vyplyva 
z vety 5), ale mozno to urobit aj pomocou zavazi 1, 2, 4, 8, 16,9. Skutocne 
(po 31 je to zrejme pravda: pozri vetu 4): 32 = 16 + 9 + 4 + 2 -j- 1> 
33 = 16 + 9 + 8, ..., 40 = 16 + 9^8 + 4 + 2 + 1.

Ak zoberieme sadu t Zavazi, v ktorej sa vyskytujii aj rovnake zavazia 
(v praxi je to casty jav; mnohokrat sa stretavame napriklad so sadou 
1, 1, 2, 5), tak pomocou nich mozno odvazit len mensi pocet roznych vah 
ako 2*—1 (napriklad pomocou vyssie uvedenej sady 1, 1, 2, 5 mozno 
odvazit len vahy 1, 2, ..., 9).

Ak zase zoberieme nejakii sadu h roznych zavazi, ale lisiacu sa od sady 
1, 2, ..., 2*“b tak sa moze stat, ze pomocou nich mozno odvazit 2*— 1 
roznych vah, ale nebudii to za sebou nasledujiice vahy 1, 2, 3, ..., 2* — 1. 
Napriklad, pomocou sady 1, 2, 5 mozno odvazit 2^ — 1 =7 roznych vah 
1, 2, 3, 5, 6, 7, 8, ale chyba tarn 4.

Cvicenia

1. Doka^te (dokaz vety 4): ak m ^ 2” — I, tak s < n.
2. Indukciou doka^te: Pomocou h zavazi mo^no odvazit najviac 2''— 1 roznych 

v4h.
3. Doka^te vetu 5.
4. Pomocou zavazi 1, 2, ... 2”“! sa da kazda vaha od 1 do 2”— 1 odvazit jedinou 

skupinou zavazi. (Navod: ku kazdej skupine zavazi' mozno priradif vyjadrenie nejakeho 
prirodzeneho cisla v dvojkovej siistave; dalej pouzi vetu 1).
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4. Kanonicky rozklad prirodzenych cisel

Kazde prirodzene cislo n > 1 je delitel’ne aspon dvoma roznymi prirodze- 
nymi cislami — jednotkou a sebou samym. Cisla, ktore okrem spominanych 
nemaju d’alsie prirodzene delitele, nazyvame prvocislami. Prvocislami su 
napriklad cisla 2, 3, 37, 97, ... Prirodzene cislo n > \, ktore nie je prvocislom, 
nazyvame zlozenym cislom. Zlozene cisla su napriklad 4, 6, 100, ... Cislo 1 
nepovazujeme ani za zlozene cislo, ani za prvocislo.

Veta 6. Nech p je prvocislo a nech p\ ah. Potom bud p | a, bud p | 6.
Dokaz. Pretoze p je prvocislo, mozu nastat len dva pripady: p 1 a — 

vtedy nemame co dokazovat, alebo (p, a) = 1. V druhom pripade na zaklade 
vety 9 casti 1 plati p | h.

Veta 7. Kazde zlozene cislo sa da pisaf v tvare siicinu prvocisel.
Dokaz. Budeme dokazovat indukciou. Najmensie zlozene cislo je 4, pre 

ktore plati 4 = 2.2 — cize tvrdenie je spravne. Predpokladajme, ze 
tvrdenie je pravdive pre vsetky zlozene cisla mensie ako n. Ked n je zlozene 
cislo, mozno ho napisat v tvare n ~ a . b, kde \ < a < n, \ < h < n. 
Cislo a je bud prvocislo, bud zlozene cislo mensie ako n, a tak podia indukc- 
neho predpokladu ho mozno napisat vo tvare siicinu prvocisel. To iste 
plati aj o ft, a tak aj n mozno pisat’ v tvare siicinu prvocisel (lebo je siicinom 
a a ft).

Vet a 7 tvrdi, ze kazde zlozene cislo mozno napisat v tvare n = pip2 Pk, 
kde Pi sii prvocisla; nie je vsak povedane, ze pi sii rozne prvocisla. Ony sa
V skutocnosti aj mozu navzajom rovnat. Ak prvocisla p* usporiadame podia 
velkosti a rovnake zhrnieme do jedneho cinitela, dostaneme vyjadrenie

n = pfpl^ ... pp,

kde Pi sii rozne prvocisla a sii prirodzene cisla. Taketo vyjadrenie nazy
vame kanonickym rozkladom prirodzeneho cisla n na prvocinitele.

Veta 8. (Zakladna veta aritmetiky). Kazde prirodzene cislo w > 1 sa da 
jedinym sposobom vyjadrit v tvare

n = pfpl^ ... pp, (5)

kde pi < p2 < ... < p* sii prvocisla a ai, ..., a* sii piirodzene cisla.
Dokaz. Moznost takeho vyjadrenie pre zlozene cisla sme ukazali vyssie. 

Ak n }e prvocislo, tak staci polozit k — \, pi = n, cci —
Musime este ukazat, ze pre kazde prirodzene cislo existuje jedine take 

vyjadrenie. Predpokladajme, ze pre nejake n existujii dve vyjadrenia
V kanonickom tvare:
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kde;Pi < < ... < Pk,qi < qi <
Ps sii prirodzene cisla. Potom

n = ... Pk’‘^
n = ... g-f*,

< qs sii prvocisla a cci, ..a&a/?!

Pre kazde i je teda
PVPf ■■■Pk

Pi qW2

q\'qY

q^s (6)

Z toho uz na zdklade vety 6 (pozri cvicenie 2) vyplyva, ze existuje take j. 
ze Pi \ qj, a teda (pretoze pi a qj su prvocisla) Pi — qj. To je ale mozne len 
vtedy, ked s ^ k. Podobne: pre vsetky qj existuje take pt, ze qj =pi. 
a preto A: ^ 5. Z tych dvoch nerovnic potom vyplyva s = k. Pretoze pi a qj 
su usporiadane podia velkosti, mozeme vyhlasit, ze

Pi = qi: Pk = qk.

Musime este ukazat, ze = /?i pre i = 1,2, ..., A:. To dokazemenepriamo. 
Predpokladajme napriklad, ze on > Potom z rovnosti (6) (a z rovnosti 
5 = A:) po vydeleni cislom dostaneme

rp'J-i n^'^i 7)'^^ = 7)^*^r\ •' * Ir I—\r I Ir \

Cislo on — > 0, a preto lava strana poslednej rovnosti je delitelna prvo-
cislom Pi, ale prava nie (pozri cvicenie 2), a to je spor.

Podobne by sme postupovali v pripade ^i > Xi, takze pre vsetky 
i — 1, ..., k plati Xi = ^i. To ale znamena, ze kazde dve vyjadrenia cisla n 
V kanonickom tvare su totozne, a tak lubovolne n sa da vyjadrit v tvare (5) 
jedinym sposobom. Tym je dokaz vety ukonceny.

nr\Pi~\ Vt-

Cvicenia

1. Vymenujte v§etky parne prvocisla.
2. Na zaklade vety 6 doka^te: nech p, qi, su prvocisla, ai,

If.
(X]c prirodzene 

Qi.cisla; potom zo vztahu p | q^i ... q^k vyplyva, existuje take i pre ktore plati p
3. NapiSte cislo 6000 v tvare sucinu prvocisel.
4. Ndjdite kanonicky rozklad cisla 6000.
5. Nech n je prirodzene cislo vacsie ako 1 a nech p je jeho najmenSi delitel rozny 

od 1. Potom p je prvocislo. DokMte!
6. Ak p a O' su prvocisla, potom bud p = q, bud {p. q) = 1.

5. Aritmeticke funkcie

Nech kanonicky rozklad prirodzeneho cisla n je
n = pfpl^ ... pf*.
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Skumajme cisla tvaru
d = Pk'‘> (7)

kde su cele cisla vyhovujuce nerovnostiam
0 ^ S (x.i-

Kazde cislo tvaru (7) je delitelom cisla n. Skutocne:

r? = p\'^p'^ ... pI*^ — {p^^p^^ ... __ pXt—Pk ~
— d{p'^'~^^p'^~^^ ... p’̂ ’‘~^'‘),

pricom p“i—... 2)’̂ic—^k je prirodzene cislo, a tak d ; n.
Podobnymi livahami ako v dokaze vety 8 mozno ukazat, ze kazdy 

delitel cisla n ma tvar (7) (pozri cvicenie 1).
Priklad 3. Najdite vsetky delitele cisla 72.
Kanonicky rozklad je 72 = 2^3^. Teda delitele cisla 72 budii prave cisla 

tvaru
2“ . 3^,

kde X = 0, 1, 2, 3, /5 = 0, 1,2. Delitele zhrnieme v tabulke

0 1 2 3 0 1 2 3 0 1 2

0 0 0 0 1 1 1 1 2 2 2

1 2 4 8 3 6 12 24 9 18 36

Nech n je prirodzene cislo. Oznacme symbolom l){n) pocet vsetkych 
delitelov cisla n. Napriklad D(6) = 4 (delitelmi su 1,2, 3, 6), D(12) = 12.

Veta 9. Ak n = pppl" ••• Pf* (kanonicky rozklad), tak 

D{n) — {xi + 1) {x2 + 1) ... {cck + 1).

Dokaz. Vsetky delitele cisla n su tvaru (7), pricom 0 ^ jSi ^ Xi pre 
vsetky i = 1, 2, ..., k. Teda exponent mozeme volit a* -f 1 sposobmi 
(su to: 0, 1, ..., ai). Nezavisle od vyberu /5i, exponent ^2 mozno volit X2 + 1 
sposobmi (0, 1, ... X2) atd., exponent (nezavisle od vol'by predchadzaju- 
cich) mozno volit Xk -p 1 sposobmi. Da sa vybrat teda celkove

(OCI + 1) {X2 -f- 1) ... (CCk -t- 1)
roznych A:-tic exponentov (^i, ^2, ftk)- Podobnou uvahou ako v dokaze 
vety 8 mozno ukazat, ze dvom roznym A;-ticiam exponentov zodpovedajii 
rozne delitele cisla n. Takto dostaneme zrejme vsetky delitele.
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Priklad 4. Urcte pocet vsetkych delitel’ov cisla 1 000.
Kanonicky rozklad je 1 000 = 2^5^, cize ai = a2 = 3, a tak pocet deli- 

telov je (3 + 1) (3 + 1) = 16.
Nech 8{n) oznacuje siicet vsetkych deliterov prirodzeneho cisla n. Na- 

priklad 8{%) = 1 + 2 + 3 + 6=12.

Veta 10. Ak n = ••• Vt* (kanonicky rozklad) tak

8{n) =
1 /«“»; +1 "k

j02 — 1Pi — 1

Dokaz. Skumajme vyraz

(1 +Pl + ... +p?‘) (1 + P2 + ••• +^^2^)

n

(1 + + ••• + pI*’)- (6)

Ked v3^koname naznacene nasohenia, dostanem sucet vyrazov tvaru (7). 
Mozno sa presvedcit, ze kazdy vyraz tvaru (7) sa objavi v spominanom 
sucte prave raz. Preto siicin (8) sa rovna suctu vsetkych delitelov cisla n, 
cize 8{n). Musime este upravit vyraz (8). Zoberme si i-teho cinitela

+1- = 1 + Pi + ... + p?‘.

Je to sucet prvych ai + 1 clenov geometrickej postupnosti s kvocientom pi, 
a tak na zaklade dobre znameho vzorca dostaneme

p“ai + l 1

Vi 1

Ak dosadime za Fi do (8), obdrzime dokazovanu rovnost pre 8{n).
Priklad 6. Najdite 8(72).
Kanonicky rozklad je 72 = 2^3^, cize pi = 2, p2 = 3, ai = 3, a2 = 2, 

a tak
04 ___ 1 Q3 ___ 1

^(72) = 2 +_+- • 3 _+ = 15.13 = 195.

Skutocne; 1 + 2 + 3 + 4 + 6 + 8 + 9 + 12 + 18 + 24 + 36 = 72 = 195.
Prirodzene cisla, pre ktore plati 8(n) = 2n, sa nazyvaju dokonale (maju 

tuto vlastnost: sucet delitelov mensich ako n sa rovna cislu n). Dokonalym 
cislom je napriklad 6, pretoze 1 + 2 + 3 = 6. Matematikom sa dodnes 
nepodarilo dokazat, ci dokonalych cisel je nekonecne mnoho. Nie je zname 
nijak^ neparne dokonale cislo. Existuje nekonecne mnoho cisel, pre ktor4 
plati 8(n) < 2n (napriklad vsetky prvocisla — pozri vetu 12) aj nekonecne 
mnoho takych, pre ktore je 8(n) > 2n (su to napriklad vsetky cisla tvaru 
3.2*).
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Cvicenia

1. Dokalte, ze kazdy delitel cisla n = ... p^c je tvaru (7).
2. Najdite v§etky delitele cisla 120.
3. Najdite vSetky parne delitele cisla 1200.
4. Aky je pocet delitelov cisel 72 a 120? (Vypocitajte pouzitim vzorca a porovnajte 

s prikladom 5 a cvicenim 3).
5. Vypocitajte D (1200), D(83), D(500).
6. Xech p je prvocislo. Urcte D{p).
7. Urcte D(2p^), ked p je neparne prvocislo.
8. R oznym fc-ticiam exponentov {fiu fii, •••, fik) zodpovedajii rozne delitele cisla 

n (pozri dokaz vety 9).
9*. Doka2te, ze po roznasobeni (8) sa ka^dy delitel cisla n objavi prave raz ako 

scitanec.
10. Vypocitajte S (120). Porovnajte s cvicenim 2.
11. Vypocitajte S (144) a S (250).
12. Vypocitajte S{p), ak p je prvocislo.
13. Vypocitajte S(2p^), ak p je neparne prvocislo.
14. * Dokazte: pre vSetky cisla tvaru n = 3 . 2^ plati S(n) > 2n.
15. * Nech n = p^qP, kde p a ^ sii rozne prvocisla. Nech cislo n4 ma 21 roznych 

delitelov. Kolko delitelov ma n^?
16. * Najdite cislo tvaru 2*3/5, ked viete, 2e sucet jeho delitelov je 403.

6. Pojednanie o prvocislach

Ak n je zlozene cislo, tak ho mozno zapisal: v tvare n = a .b, kde 
l<a<p,, 1 < b < n. Zrejme nemoze platit sucasne a > ]ln, b > ]ln, 
lebo potom by bolo a . b > n. To znamena, ze kazde zlozene cislo ma aspoh 
jedneho delitel’a, ktory neprevysuje ^n. Z cvicenia 5 odseku 4 vyplyva, ze 
najmensi nejednotkovy delitel kazdeho cisla w je prvocislo. Dokazali sme 
vlastne vetu:

Veta 11. Kazde zlozene cislo n je delitelne aspoh jednym prvocislom p 
neprevysu j ucim j/w.

Na tejto vete je postavena metoda na hladanie vsetkych prvocisel 
V nejakom intervale od 1 do N. Napiseme cisla od 1 do A v rastucom poradi. 
0 cisle 1 vieme, ze nie je prvocislom — preto ho vyciarkneme. Dvojka je 
najmensie prvocislo — zakruzkujeme ju; vyciarkneme vsetky cisla od 3 
do N, ktore sii delitelne dvoma (parne), lebo tie nie su prvocisla. Prve 
nevyciarknute cislo je teraz 3, a to je prvocislo (zakruzkujeme ho). Vy
ciarkneme vsetky cisla od 4 do N, ktore su delitelne troma. Najmensie 
nevyciarknute cislo 5 je znova prvocislo; dame ho do kruzku, a potom 
vyciarkneme vsetky nasobky piatich medzi 6 a A... Takto postupujeme

58



dovtedy, kym najmensie nevyciarknute cislo bude vacsie ako |/?i (to zna- 
mena, ze sme vyciarkli nasobky vsetkych prvocisel neprevysjijucich ^n). 
Cisla, ktore potom ostali nevyciarknute, vsetky zakruzkujeme, lebo musia 
byt prvocislami (pozri vetu 11). Tatometoda sa nazyva Eratostenovo sito 
(Eratostenes — grecky matematik v tretom storoci pred nasim letopoctom).

Ukazeme teraz Eratostenovo sito po iV = 100 (postup: vyciarkneme 
vsetky nasobky prvocisel neprevysujucich ]/l00 == 10; su to prvocisla 2, 3, 
5 a 7; zvysne cisla zakruzkujeme, lebo musia byt prvocislami).*)

1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16,
17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 30, 31, 32,
33, 34, 35, 36, 37, 38, 39, 40, 41, 42, 43, 44, 45, 46, 47, 48,
49, 50, 51, 52, 53, 54, 55, 56, 57, 58, 59, 60, 61, 62, 63, 64,
65, 66, 67, 68, 69, 70, 71, 72, 73, 74, 75, 76, 77, 78, 79, 80,
81, 82, 83, 84, 85, 86, <^7, 88, 89, 90, 91, 92, 93, 94, 95, 96,
97, 98, 99, 100

V rozlozeni prvocisel sa matematikom dodnes nepodarilo najst nijaku 
rozumnu pravidelnosf. Napriklad siidiac podia prvej ,,stovky“ (v prvej 
desiatke su styri prvocisla — 2, 3, 5, 7, kym v poslednej jedine — 97) by 
sme sa mohli domnievat, ze prvocisel medzi velkymi cislami je vzdy menej 
a menej a nakoniec uplne zmizmi (cize ich pocet by bol konecny). Toto 
pozorovanie je vsak nespravne, pretoze uz 300 rokov pred nasim letopoctom 
grecky matematik Euklides dokazal:

Veta 12. Prvocisel je nekonecne mnoho.
Dokaz. Teraz uz existuje vel’ke mnozstvo dokazov tejto vety; my uve- 

dieme ten, ktory nasiel Euklides.
Budeme dokazovat nepriamo. Predpokladajme, ze existuje len konecne 

mnoho prvocisel a oznacme ich

Pl,P2, Pk- (9)

Skumajme cislo P = pipz ... Pk + 1- j© vacsie ako 1, a tak je bud prvo- 
cislo, bud zlozene cislo. Ked P je prvocislo, tak dochadzame k sporu 
s predpokladom, ze v (9) sii vymenovan^ vsetky prvocisla (pretoze P > pi 
pre vsetky i = 1, 2, ..., k). Ak P je zlozene cislo, tak podia cvicenia 5 
odseku 4 jeho najmensi nejednotkovy deli tel je prvocislo. Teda P je delitelne 
nejakym prvocislom. Na zaklade vety 2 casti I vsak P nie je delitelne ani

*) Cisla, ktore by mali byt vyciarknute, sii vysddzane kurzivou. Cisla, ktore by mail 
byt zakruikovane, sii vysAdzane polotucne.
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jednym z prvocisel (9) (pozri cvicenie 3), teda musi existova^ este nejake 
dalsie prvocfslo neobsiahnute v (9). To je znova spor. Teda predpoklad, 
ze provocisel je len konecne mnoho, vedie vzdy k sporu. Musi ich byt preto 
nekonecne mnoho.

Jedine parne prvocislo je 2. Vsetky zvysn4 prvocisla su teda bud tvaru 
4A: + !> bud tvaru 4k 3. Tvrdenie vety 12 sa da takto zosilnit:

Veta 13. Existuje nekonecne mnoho prvocisel tvaru 4^ + 3.
Dokaz. Nepriamo: predpokladajme, ze prvocisel tvaru 4A: + 3 je len 

konecne mnoho, a teda ze vsetky prvocisla vacsie ako nejake prvocislo p 
su uz tvaru 4^+1. Skiimajme teraz vyraz

Q = 22.3.5.7 . 11 ...p — 1.

Toto cislo je zrejme tvaru 45 + 3 (presvedcte sa o tom!), preto nemoze byt 
prvocislom (pretoze Q > p), ale ani sucinom prvocisel tvaru 4fc + 1 (pretoze 
sucin lubovolneho poctu cisel tvaru 4s + 1 je znova cislo tohto tvaru). 
Teda Q je delitel’ne aspoh jednym prvocislom tvaru 4s + 3. Na zaklade 
vety 2 casti I vsak Q nie je delitelne ani jednym z prvocisel 3, 5, 7, p 
(pozri cvicenie 5), a tak musi byt delitelne prvocislom tvaru 4s + 3 vacSim 
ako p. To je spor s predpokladom, ze vsetky prvocisla tvaru 4s + 3 su 
mensie alebo sa rovnaju p.

Poznamka. Da sa dokazat este silnejsie a vseobecnejsie tvrdenie (tzv. 
Dirichletova veta): ak {a, 6) = 1, tak existuje nekonecne mnoho prvocisel 
tvaru an -\-h.

Dve za sebou nasledujuce cisla mozu byt prvocislami jedine v pripade 2 
a 3 (inac jedno z nich je parne a vacsie ako 2). Naproti tomu dve cisla tvaru 
a, a + 2 mozu byt prvocislami vo viacerych prikladoch: 3, 5; 5, 7; 11,13; 
17, 19; 29, 31; ... Taketo dve cisla sa nazyvajii prvociselne dvojcata. Nie 
je zname, ci prvociselnych dvojciat je nekonecne vela.

Z troch cisel tvaru a, a + 2, a + 4 je vzdy prave jedno delitelne troma, 
a tak mozu byt prvocislami sucasne jedine v pripade 3, 5, 7.

Naproti tomu lubovolny pocet za sebou nasledujiicich cisel moze byt 
zlozenych. Napriklad cisla 120, 121, 122, 123, 124, 125, 126 su vsetky 
zlozene. Na druhej strane vsak podia znameho Bertrandovho postulatu 
pre lubovolne prirodzene w ^ 2 sa medzi w a 2% nachadza aspoh jedno 
prvocislo.

Matematici sa uz velmi davno pokusali najst nejaky vhodny predpis na 
tvorenie prvocisel. Francuzsky, matematik P. Fermat (o ktorom sme uz 
hovorili v casti I) sa domnieval, ze vsetky cisla tvaru 22" -f 1 (tzv. Ferma- 
tove cisla) su prvocislami. Jeho domnienka bola velmi unhhlena, lebo 
coskoro sa ukazalo, ze uz pre = 5 je to zlozene cislo! Pravda, pre n —
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2, 3 a 4 dostavame skutocne prvocisla. Dalsie zname cisla su tzv. Mersennove 
cisla; su to cisla tvaru 2” — 1. Taketo cislo moze byt prvocislom len vtedy, 
ak n je prvocislo. Avsak ani to nie je postacujiica podmienka, pretoze 
211 — I = 2047 je delitelne cislom 23.

Cvicenia

1. Rozsi'rte Eratostenovo site po JV = 300.
2. Ak n je zloiene cislo an — xy, tak x a y sa nazyvaju zdruzene delitele ci'sla n. 

Podia vety 11 vzdy prave jeden z navzajom zdru^enych delitelov je ^ (a druhy 
^ y^). Z toho vyplyva, f,e pri hladani vSetkyeh delitelov cisla n mo^eme postupovat 
takto: najdeme vsetky delitele neprevysujiice a k nim zdruzene delitele. Opisanou 
metodou najdite vsetky delitele cisla 640.

3. Dokazte, ie P nie je delitelne ani jednym z cisel pi, (pozri dokaz vety 12).
4. Dokazte: siicin lubovolneho poctu cisel tvam 4s + 1 j© tiez cislo toho tvaru.
5. Dokazte: Q nie je delitelne ani jednym z cisel 2, 3, 5, ..., p (pozri dokaz vety 13).
6. Dokazte, ie existuje nekonecne mnoho prvoci'sel tvaru 6^: + 5 (navod: vsetky 

provocisla okrem 2 a 3 su tvaru 6A; + 1 alebo 6A: + 5; siicin lubovolneho poctu cisel 
tvaru + 1 j© znova cislo tohto tvaru).

1. Z k prirodzenych cisel a, a + 1, a + 2, ..., o + — 1 je v2dy aspoh jedno deli
telne cislom k. Dokazte!

8. Nech w > 1 je lubovolne prirodzene cislo. Dokazte, ze cisla Xi = n! -f 2, 
X2 = n\ -f 3, ... x„^i — n! -f- n sii zlo^ene.

9. Overte platnost Bertrandovho postulatu pre n = 1, ..., 15.
10. Overte, ie pre n = 1, 2, 3, 4 je Fermatovo cislo prvocislom.
11. Dokazte: a”— 1 m62e byt prvocislom len pre a — 2.
12. Cislo 2"— 1 moze byt prvocislom len vtedy, ak n je prvocislo.
13. Zistite, ktore z Mersennovych cisel Mi, ... Mio su prvocislami.
14. Ndjdite e§te dalsie prvociselne dvojeata.
15. Cislo — n 41 je prvocislom pre n = 1, 2, ..., 40, ale pre 41 je uz zlozenym 

cislom. Pokiiste sa najst podobny polynom, aby jeho hodnotami boli prvocisla pre 
mnoho ci.sel n.

7. 0 iracionalnosti niektorych cisel*)

Racionalnymi cislami nazyvame take realne cisla, ktore sa daju vyjadrit 
V tvare zlomku s prirodzenym menovatelom a celym citatel’om. Iracional- 
nymi nazyvame take realne cisla, ktore nie su racionalne.

Uz anticki grecki matematici vedeli, ze ^2 nie je racionalne cislo (je to 
dizka uhlopriecky stvorca so stranou 1). Ukazeme teraz metodu dokazu, 
ktora sa malo lisi od tej, ktoru pouzili Greci.

*) Touto problematikou sa hlbsie zaobera clanok: Salat, T.: O iracionalnych cislach. 
IMatematicke obzory, 1 (1972), 37—51.
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Dokazujeme nepriamo: Predpokladajme, ze ]/2 je racionalne cislo, a tak 
sa da pisal: v tvare

kde ^ a 5 su prirodzene cisla. Nech {A, B) = d dt, nech A = ad, B = hd. 
Po krateni zlomku cislom d dostaneme

pricom zlomok je v zakladnom tvare, t. j. (a, h) = \ (pozri vetu 5 

casti I). Umocnenim poslednej rovnosti dostaneme

62 ’

262

Z vety 6 vyplyva, ze potom 2 | a, a tak 22 | d^, cize mozeme pisat d^ — 2^c, 
kde c je prirodzene cislo. Po vsadeni do poslednej rovnosti dostaneme:

262 = 4c.

Z toho po vydeleni dvoma mame

62 = 2c.

Teda 2 | 62, a tak podia vety 6: 2 | 6. To je ale spor s predpokladom (a, 6) = 
= 1, lebo sme dostali 2 | a, 2 | 6, a tak (a, 6) je aspon 2.

Predpoklad, ze [/2 je racionalne cislo, viedol k sporu, a tak to musi byt 
iracionalne cislo.

Presne touto uvahou mozno dokazat, ze ]/^ je iracionalne cislo pre kazde 
prvocislo p. My namiesto toho dokazeme ovela vseobecnejsie tvrdenie:

k _
Veta 14. Cislo ]/w je prirodzenym cislom vtedy a len vtedy, ked v kano- 

nickom rozklade
n = pfp'^^... pf’

sii vsetky exponenty oci, 1x2, as delitelne cislom k.
Dokaz. Ak pre vsetky i = 1, 2, ..., s plati k \ oci, tak mozeme

pisat (Xi = k^i, kde je prirodzene cislo. Preto n = p°l'P2^ ... Pg^ =
k _ k__

= ... p^‘)^ — w*, kde m — p\'P2^... jof*, a tak ]Jn = ]/m* = m,
a to je prirodzene cislo.
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Naopak, nech teraz — m je prirodzene cislo a nech

Potom
n — — {p'f'P2^ ... ... p^"

Na zaklade vety 8 vsak posledny vyraz je (jedinym) kanonickym rozkla- 
dom cisla n, a tym je dokaz vety ukonceny.

Poznamka 1. Ak A:-ta odmocnina z celeho cisla je racionalne cislo, tak 
musi byt celym cislom. Skutocne, nech

j/ri = b ’

kde — je zlomok v zakladnom tvare. Upravou poslednej rovnosti dostaneme 

— nb^. Nech teraz p je nejaky prvociselny delitel cisla b. Potom p | a^, 
a tak na zaklade vety Q p\a.To je ale spor s predpokladom, ze-^,je zlo

mok V zakladnom tvare. To znamena, ze b nemoze byt delitelne nijakym 

prvocislom, a to je mozne len vtedy, ked 6 = 1, cize — a (cele cislo).

Poznamka 2. Iracionalnost ^]p {p prvocislo) je dosledkom vety 14, lebo 
V kanonickom rozklade prvocisla ^ je s = 1, = ^, ai = 1 (teda neparne
cislo!).

Cvicenia

1. Metodou pouiitia pri dokaze iracionalnosti cisla ^2 dokazte: j/p je iracionalne 
pre ka^de prvocislo p.

2. Zistite, ci tretia odmocnina z 5400 je cele cislo.
3. Najdite druhu odmocninu z cisla n = 2®3®7^.

4. Nech je zlomok v zakladnom tvare. Potom A;-t4 odmocnina z je racionalne

k_ h __
cislo vtedy a len vtedy, ked ]/a aj ]/& su cele cisla.

.............................. . _ . . 64
5. Zistite, Cl je racionalnym cislom tretia odmocnina z .
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