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Niektore inetody matematickej statistiky a teorie pravdepodobnosti 
sa daju pouzil: pri pianovam vyroby, minimalizovam vyrobnych nakladov 
a poctu nekvalitnych vyrobkov, zdokonalovanl vyskumnych prac a pri 
nmohych inych praktickych cinnostiach, ktore mozeme formulovaf ako 
urcite pokusy s nahodne sa meniacimi vysledkami. V tejto praci sa zaobe- 
rame vykladom zakladnych pojmov tzv. parametrickych testov statistic- 
kych h;^^otez, ktore obsahuju urcitii skupinu metod matematickej statis­
tiky zalozenych na teorii pravdepodobnosti.

Prva cast prace obsahuje vyklad niektorych zakladnych pojmov z teorie 
pravdepodobnosti, ktore treba na pochopenie vlastnej problematiky tohto 
clanku. Predpokladame, ze citatel nie je s nimi oboznameny. Tato cast 
prace moze sluzit aj ako livod k stiidiu inych clankov z pribuznych odborov 
matematiky, ktore budii v tomto casopise uverejnene.

V druhej casti prace, po formulacii zakladnej lilohy parametrickych 
testov a vyklade niektorych zakladnych pojmov a ich vztahov na roznych 
prikladoch, ukazujeme niektore moznosti vyuzitia teorie na riesenie prak­
tickych liloh V statistickej kontrole akosti vyrobkov. V zozname literatury 
su uvedene u nas dostupne prace, vhodne aj pre zaciatocnikov.

1. Niektore pojmy z teorie pravdepodobnosti

Pod pojmom nahodny pokus budeme rozumiet ovela viac, ako si 
citatel moze predstavovat na zaklade niektorych klasickych prikladov 
(hod mincou, kockou, tahanie losov a pod.). Moze to byt napr. vyhladanie 
alebo vytvorenie akychkol’vek podmienok, pri ktorych urcite pozorovane 
udalosti mozu, ale nemusia nastat. Vsetky pokusy prirodnych a technic- 
kych vied, pri ktorych nie je vysledok jednoznacne urceny rezimom pokusu, 
mozeme povazovat za nahodne pokusy.

Zo skiisenosti vieme, ze priebeh pokusov ovplyvhuje mnoho nepred- 
vidatelnych okolnosti, ktor^ sa vymykaju akejkolvek kontrole. Vysledky



opfkovanych pckusov nie sii presne rovnake, aj ked ich rDbime stAle za 
rovnakych podmienok. Podobne je tomu aj pri pozorovanl urcitych znakov 
na rozsiahlejSich siiboroch rovnocennych jednotitk. Velke mnozstvo 
mal^ch individudlnych odchylok pozorovanych jednotiek sposobuje ne- 
predvidateln^ kolisanie vysledkov pozorovanl. Na presne poplsanie nahod- 
n^ho pokusu treba stanovit jeho vsetky mozne vysledky. Tieto vysledky 
nazveme elementarnymi udalosfami a*ich suhrn bude zakladnou 
mnozinou elementarnych udalostl. Oznacme tiito mnozinu F. 
Eubovolmi podmnozinu mnoziny V nazveme nahodnou udalostoii 
(alebo nahodnym javom). Tie prvky mnoziny V (t. j. tie vysledky pokusu), 
ktore su aj prvkami danej podmnoziny — nahodnej udalosti, nazyvame 
elementarnymi udalostami priaznivymi tejto nahodnej udalosti. Vsetky 
elementdme udalosti musia mat tieto vlastnosti;

1. su vzajomne nezlucitelne, t. j. ak nastane jedna z nich, nemoze 
nastaf ind,

2. pri kazdej realizacii ndhodndho pokusu iste nastane aspoh jedna 
z nich.

Zakladnu mnozinu elementarnych udalosti F nazyvame aj istou udalos- 
tou. Je vhodne zaviesf aj pojem tzv. nemoznej udalosti. Tak nazyvame 
prazdnu mnozinu, ktord neobsahuje ziadne elementdrne udalosti a oznacu- 
jeme ju 0. Pre ndzornost si uvedme prlklad:

Po vyhodenl kocky s ocislovanymi stenami nemozeme presne predpo- 
vedaf, ake clslo sa objavi po jej dopade na hornej stene. Vieme vsak iste, 
ze to bude jedno z clsel 1, 2, 3, 4, 5, 6. Mnozinu tychto siestich clsel mozeme 
oznacit F, je to v tomto pripade zdkladnd mnozina elementdrnych udalosti. 
Pre udalost, ze sa objavi pdrne clslo, su priaznive vysledky 2, 4, 6, a preto 
mnozina tychto troch cisel, ktord je podmnozinou mnoziny F, je ndhodnou 
udalostou. Ak sa pytame, do akej miery sme oprdvneni predvidat vyskyt 
tejto ndhodnej udalosti, potorn mozeme usudzovat takto;

Pri realizdcii kazdeho pokusu (hod kockou — po dopade cislo na homej 
stene — F = {1, 2, 3, 4, 5, 6} ) je sssf moznych vysledkov a tri z nich su 
tie, ktore vedii k pdrnemu cislu. Mozeme teda v pomere 3 : 6 ocakdvaf, 
ze padne clslo pdrne. Podobne mozeme v pomere 5 : 6 ocakavaf, ze ne- 
padne Sestka, alebo v pomere 4:6, ze padne clslo mensie ako pat atd. 
Tieto usudky su vsak sprdvne len vtedy, ak sa kazdy zo 6 moznych vy­
sledkov moze vyskytnut rovnakou mierou, t. j. vysledok, ze padne 1, je 
rovnako mozny ako vysledok, ze padne 2, 3, 4, 5 alebo 6. Toto mozeme 
predpokladaf len vtedy, ak je kocka vyrobend naprosto rovnomerne a z ho- 
mogdnneho materidlu (idedlna kocka). Uvedme iny prlklad: Skumajme 
doddvku vyrobkov obsahujucu napr. a dobrych vyrobkov a h nepodarkov. 
Vyberieme ndhodne jeden vyrobok a pytame sa, do akej miery sme oprdv­
neni predpokladat, ze vyberieme prdve dobry vyrobok. Pocet vsetkycb
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vyrobkov je a + 6 a z toho je a tych, ktore vedii k vyberu dobr^ho v;^obku. 
Mozeme teda v pomere a\ a ~\r b ocakavat, ze vyberieme dobry vyrobok. 
Toto opaf plati len za predpokladu, ze vyber ktor^hokolvek vyrobku je 
rovnako mozny. Teraz mozeme vyslovif klasicku definiciu pravdepodob- 
iiosti:

Ak pri urcitom pokuse mozeme urcit 7i vysledkov, ktore sa vzajonme 
vylucuju, vycerpavaju vsetky moznosti a ich vyskyt je rovnako mozny, 
potom pravdepodobnosf urcitej nahodnej udalosti urcenej tymto pokusom 
a obsahujiicej prave m urcitych vysledkov zo vsetkych n moznych je pomer 
poctu tychto m vysledkov priaznivych danej nahodnej udalosti k poctu 
vsetkych n moznych vysledkov tohto pokusu.

Pravdepodobnost istej udalosti V sa rovna 1 a pravdepodobnost nemoz- 
nej udalosti 0 sa rovna 0.

0 vysledkoch nahodneho pokusu, ktore sme nazvali aj elementarnymi 
udalosfami, sme pri klasickej definicii pravdepodobnosti museli predpo- 
kladaf, ze sd medzi sebou rovnako pravdepodobne, t. j. ak ich je n, potom 
pravdepodobnost ktorehokolvek z nich sa rovna l/%. Pri realnych udalos- 
tiach sa moze stat, ze vysledky pokusov nie su rovnako pravdepodobne, 
lebo mozu existovat dovody, preco nie su rovnakou mierou uskutocnitelne. 
Napr. ak hadzeme kocku, ktora nie je liplne symetricka alebo nie je vyrobend 
z rovnorodeho materialu, potom nemozeme predpokladat, ze vsetkych 
sest cisel je na nej rovnako pravdepodobnych. Mozu tiez existovat take 
ndhodne udalosti, ktore su definovane na pokusoch s nekonecnou mnozinoii 
vsetkych moznych vysledkov. Pre taketo nahodne udalosti nemozeme 
klasicku definiciu pravdepodobnosti pouzit^a treba^ pravdepodobnost 
definovat axiomaticky.

Axiomaticky vybudoval teoriu pravdepodobnosti A. N. Kolmogorov. 
Prvotnym pojmom je pritom opat zakladna mnozina elementarnych uda­
losti V (nemusi vsak byt konecna). Co konkretne predstavujii jej prvky — 
elementarne udalosti —, je pre logicku vystavbu teorie pravdepodobnosti 
nepodstatne. Ich pravdepodobnosti nazveme elementarnymi pravde- 
podobnostami a predpokladame, ze su urcitym sposobom stanoven6 
a nemusia byt rovnake. Uvazujme d’alej nejaku mnozinu 8, ktorej prvky 
su podmnoziny mnoziny V — nahodne udalosti. {8 sa nazyva system 
nahodnych udalosti a musi mat uroite vlastnosti, ktore nebudeme uvddzat— 
pozri vsak [5].) Pre kazdu nahodnu udalost A patriacu do systemu 8 
existuje cislo P{A), ktore nazyvame pravdepodobnost nahodnej 
udalosti A a ktore ma tieto vlastnosti:

1. Pravdepodobnost P {A) nadobuda pre I’ubovoln^ hodnoty
medzi nulou a jednotkou, t. j. 0 ^ P {A) ^ 1. Pritom je P (0) = 0, pricom 
aj 0e>S a P(F) = 1, Ve8.

2. Ak pri w-nasobnom opakovani pokusu, pri ktorom pozorujeme nd- 
hodnu udalost sa .4 vyskytne m-raz, potom pri dost velkom n je skoro
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iste, ze relativna pocetnos€ vyskytu A, rovnajuca sa mjn, sa dost mdlo li§i 
od pravdepodobnosti P {A).

3. Ak sa P {A) llsi od nuly len nepatrne, je skoro ist^, ze pri jednom 
pokuse A nenastane, a ak sa P (A) lisi od jednotky len nepatrne, potom 
je skoro iste, ze pri jednom pokuse A nastane, (Axiomaticky system 
teorie pravdepodobnosti neuvadzame, ale pozri [5].)

Pravdepodobnost je tedy urcita kvantitativna charakteristika nahod- 
nych udalosti, ktoru mozeme vykonanim pokusov odhadovat (na zaklade 
druhej vlastnosti) relativnymi pocetnostami. Existuje teda lizka suvislost 
medzi pravdepodobnostou a relativnou pocetnostou.

I)alsim dolezitym pojmom teorie pravdepodobnosti je pojem nahodnej 
premennej (alebo nahodnej veliciny), ktorej hodnotami sii realne cfsla 
priraden6 vysledkom nahodneho pokusu; Je to teda nejaka realna funkcia 
definovana na mnozine elementamych udalosti. Nahodne premenn^ bu- 
deme oznacovat velk;^! pismenami, napr. X, F, Z a hodnoty, ktore 
mozu nadobudat, malymi pismenami x, y, z. Napr. pri hadzani kooky 
mozeme define vat ndhodmi premennu X nasledujiicim sposobom: kazdej 
elementamej udalosti, t. j. cislu, ktore sa objavi po dopade na bornej 
stene, priradime toto cislo. Potom X moze nadobudat sest hodnot Xi = i, 
i = \, . . ., 6. Pocet zasahov ciela pri n vystreloch je nahodna premenna Y, 
ktorej mozne hodnoty su 0, 1, . . n. Pocet vyziev, ktore pridu ne tele- 
fonnu centralu za urcity cas, je nahodna premennd Z, o ktorej mozeme 
predpokladat, ze nadobudne aj spocitatelne vela hodnot 0, 1, 2, ... Ak su 
zavory na zeleznicnom prechode spustene na cas ti, potom cas, za ktory 
je urcite vozidlo pri zavorach zdrzand, je nahodna premenna T, ktora 
moze nadobudat vsetky mozne hodnoty f z intervalu <0, ^i>. Na urcenie 
nahodnej premennej nestaci vediet len hodnoty, ktord moze nadobudat, 
ale naviac treba vediet pravdepodobnosti, s ktorymi moze tieto hodnoty 
nadobudat. Pritom pravdepodobnost, ze nahodna premenna X nadobudne 
hodnotu X, kladieme rovnajucu sa pravdepodobnosti nahodnej udalosti, 
pozostavajucej z tych elementamych udalosti, ktorym nahodna premennaX 
priradzuje hodnotu x.

Nahodmi premennu X naz;^ame diskretnou, ak nadobuda len konecne 
alebo nanajvys spocitatelne vela realnych hodnot Xi, X2 . . . s urSitymi 
pravdepodobnostami pi, pz, . . ., t. j. P {X = Xi) = pu i — \,2, ... (Dis- 
kretne ndhodne premenne su napr. X, F, Z z vyssie uvedenych prikladov.) 
Nahodna premenna, ktord, moze nadobudat vsetky realne hodnoty z urci- 
tdho intervalu (a, h) (moze byt aj a = — oo, 6 = oo), uz nie je diskretnou. 
Patri do inej skupiny nahodnych premennych, ktore budeme neskor presne 
definovat. (Takouto je napr, T z posledneho prikladu).

Pri aplikdciach teorie pravdepodobnosti casto vystacime s vyjadrenim 
nahodnych udalosti pomocou nahodnych premennych. Aj udalosti, ktord 
nemajfi kvantitativny charakter, sa daju takto vyjadrit. Napr. pri hadzam'
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mince mozeme vysledok hodu vyjadrit nahodnou prememiou, ktord md 
hodnotu 0, ak padne napr, znak a hodnotu 1, ak padne cislo.

Ndhodnd premennd — ako redlna funkcia elementdmych iidalosti moze 
mat tii istii hodnotu aj na viacerych elementdmych udalostiach. Ak jed- 
notlivd (rozne) hodnoty ndhodnej premennej X oznacime xi, kde i prebieha 
urcitii mnozinu indexov I, pravdepodobnost ndhodnej udalosti {X = Xi] 
oznacime pi, potom pi je vlastne suctom elementdmych pravdepodobnost! 
prisliichajiicich elementdrnym udalostiam, na ktorych ndhodnd premennd X 
nadobudla (tii istii) hodnotu xi. Siibor hodnot xt a ich pravdepodobnosti pi 
naz^ame zdkonom rozdelenia pravdepodobnosti ndhodnej premennej X 
(alebo jednoducho rozdelenim pravdepodobnosti). Ak medzi vysledkami 
ndhodneho pokusu zanedbdme vsetky rozdiely, okrem tych, ktore spocivajii 
V rozdieloch hodnot sledovanej ndhodnej premennej, potom sa popis daneho 
pokusu redukuje na popis rozdelenia pravdepodobnosti tejto ndhodnej 
premennej. Casto byva rozhodujiice prdve rozdelenie pravdepodobnosti 
ndhodnej premennej a vobec nezdlezi na tom, na akych elementdmych 
udalostiach bola definovana.

Rozdelenie pravdepodobnosti ndhodnej premennej X je jednoznacne 
urcene jej distribucnou funkciou F{x). Je to funkcia, ktora kazdemu 
redlnemu cislu x priraduje pravdepodobnost ndhodnej udalosti, pozostdva- 
jucej z tych elementdmych udalosti, na ktorych ndhodnd premennd X 
nadobiida hodnoty mensie alebo nanajvys rovnajiice sa danemu cislu x, 
t. j. syrabolick}^ mozeme pi.sat

F{x) = P{X ^ X) 

a md tieto zakladne vlastnosti;
1. X je neklesajiica funkcia, t. j. ak je Xi < Xz, potom je F (xi) ^ F {xz)
2. Ak oznacime limity lim F (w) = F (oo) a lim F {n) = F (—oo),

w->oo w->—00
potom tieto limity existujii a plati F (—oo) — 0, F (oo) = 1.

3. F je sprava spojitd.
Dd sa dokdzat (pozri napr. [9] ), ze kazdd funkcia s tymito vlastnostami 

je distribucnou funkciou niektorej ndhodnej premennej.
Ak je specidlne X diskretna ndhodnd premennd, ktord nadobiida hod­

noty Xi, i = 1,2, ... potom predpis, ktory kazdej jej hodnote priraduje 
prislusmi pravdepodobnost, t. j.

P {X = Xi) Pi, i = 1,2. ...
sa nazyva pravdepodobnostnou funkciou. Postupnostou hodnot [xi]

OO

a pravdepodobnosti {pi} (pre ktorii zrejme plati = 1) je dand v tomto
i = l

pripade rozdelenie pravdepodobnosti diskretnej ndhodnej premennej X.
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Ak je X nahodna premenna, pre ktoru existuje po castiach spojita ne- 
zdpom4 realna funkcia / definovand na intervale (—oo, oo) taka, ze pre 
rubovol’n^ dve redlne cisla Xi S ^2 sa pravdepodobnost toho, ze X nado- 
buda hodnoty z intervalu <^Xi, Xzy, rovnd obsahu plochy vymedzenej osou 
useciek, kolmicami na tuto os v bodoch Xi & Xz Si grafom funkcie /, potom 
takuto n^hodmi premennu nazyvame spojitou (obr. 1). Funkciu/nazyvame 
hustotou rozdelenia pravdepodobnosti spojitej nahodnej premennej. Ak 
je x\ = Xz, potom prislnsnou plochou je lisecka a jej obsah sa rovn4 nule,

06>-. /. PravHiepodobnosf nahodnej udalosti {Xe'^Xi, a;2>}

t, j. P (A = Xi) ~ F {X E -{Xi, Xi) ) = 0. Pre citatela, ktory poznA pojmy 
integralu a derivacie, mozeme vyjadrif vztah distribucnej funkcie F a hus- 
toty / spojitej nahodnej premennej X takto

F ix]
X

fit) d/. fix) dF ix) 
dor

Hustotou / spojitej nahodnej premennej X je dan6 jej rozdelenie pravde­
podobnosti.

Rozdelenia pravdepodobnosti byvaju charakterizovane aj urcitymi 
ciselnymi hodnotami, ktore nazyvame parametrami rozdelenia pravde­
podobnosti. Jednym z najdolezitejsich parametrov je tzv. stredna hodnota 
fj, — E (X) nahodnej premennej X, ktoru mozeme v diskretnom pripade
s pravdepodobnostnou funkciou pi definovat takto:

00

fi ~ E (A) = Yj rad na pravej strane absolutne konverguje
i=l

a V spojitom pripade s hustotou / takto:
00

ju — E (A) = j xfix) da:, ak integral na pravej scrane absolutne kon-
----X

verguje.
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(E^^istuje aj spolocne vyjadrenie strednej hodnoty pre oba pripady pomocoii 
Stieltjesovho integrdlu — pozri napr. [5], [9].) Z d’alSich parametrov 
uvedme aspon rozptyl cr^, ktor^ je definevan^ takto

a^ = E[{X^E (X)2] = E (X2) — E^ (X) =
CO 00

X ^ diskr. prfpade,
1=1 1=1

00 CO

J x^f {x) da- — ( ^ xf (a:;)da:)2, v spojitom prfpade.
-----00 ----- GO

Dalsie podrobnosti o parametroch unjde citatel napr. [3], [4], [11].
Z konkretnych rozdelenf pravdepodobnosti nved’me aspon najzdklad- 

nejsie:
Uvazujme pokus, ktory ma len dva mozne vzajomne sa vylucujdce 

vysledky A a, A. Nech pre pravdepodobnosti ich vyskytov platf

P {A) = p, P (A) = 1 —p = q

Prfkladom takeho pokusu moze byf vyber jedneho v^obku z urcitej 
skupiny, medzi ktorymi siedujeme len to, ci sii dobrd alebo nepodarky, 
a zistujeme, do ktorej skupiny patrf ten vybrany. Sd moznd len dva vy- 
sledky: vybrany vyrobok je bud dobry {A), alebo nepodarok {A). Nahodnd 
udalosti ^ a Jr mozeme popfsat nahodnou premennou X, ktord md len 
dve hodnoty: 0 a 1, ktore nadobuda s nasledujucimi pravdepodobnostami

P (Z = 1) = p, P (X = 0) = q. (1)

Vidfme, ze X = 1, ak nastane A a X = 0, ak nastane A. Rozdelenie 
pravdepodobnosti dane pravdepodobnostnou funkeiou (1) nazyvame alter- 
natfvne s pararaetrom p.

Predpokladajme, ze pokus, ktory sme vyssie popfsali, urobfme nezd- 
visle od seba n-rdz, stale za rovnakych podmienok (w-ndsobn^ vyber po 
jednom vyrobku s vrdtemm po kazdom tahu). Potom vysledky takdho 
w-ndsobneho opakovania pokusu bude popisovat postupnost n nezdvislych 
ndhodnych premennych {Xi, . . ., Xn}, z ktorych kazdd md to iste altema- 
tfvne rozdelenie s parametrom p. Ak definujeme novu ndhodnu premennii 
Sn = Xi Xn, ktord nadobuda hodnoty A: = 0,1, . . .,n rovnajuce
sa poctu tych opakovam pokusu, pri ktorych nastala udalost A, potom 
sa da dokazaf ze jej rozdelenie je dane pravdepodobnostnou funkeiou

P{Sn = k) C) knn-kpiiq (2)

Hovorfme, ze rozdelenie pravdepodobnosti dand funkeiou (2) je bino- 
micke s parametrami n a, p.
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Ak diskretna nahodna premenna X nadobuda hodnoty k ~ 0, 1, 2, ... 
s pravdepodobnostami

P{X k\ (3)

potom hovorime, ze rozdelenie pravdepodobnosti dane funkciou (3) je 
Poissonovo, s parametrom h

Ak nahodna premenna X nadobuda celociselne hodnoty k vyhovujuce 
nerovnostiam 0 ^ ^ Np, 0 ^ % — A* ^ Nq s pravdepodobnostami

P{X = k)

/ Ap \ / Nq \ 
\ k l\n — k)nr (4)

potom hovorime, ze rozdelenie dan^ funkciou (4) je hypergeometrick^, 
s parametrami N, n, p.

Zo spojitych rozdeleni uvedieme len to najdolezitejsie. — normalne. 
Ak je

0{x) = {27i)~^I^ J e"'2 d^
-----00

potom hovorime, ze spojita nahodna premenna X ma tzv^ normalne roz-

32



delenie s parametrami jj, a a'^ [budeme to oznacovaf N{[i, n~) J. ak jej 
distribucna funkcia je

= (o)

(Parameter jji je strednou liodnotou a rozpt\dom tejto iialiodnej premen- 
nej.) 0{x) je distribucna funkcia spojitej nahodnej premennej, ktora ma 
normalne rozdelenie iV'(0,l) — tzv. standardne (normovane) normalne.

I)alsie podrobnosti o spomenutych a d’alsicli rozdeleniach moze citateT 
najst V ucebniciach [2], [5], [11], [4].

Z niekolkych uvedenych typov rozdeleni pravdepodobnosti vidime, 
ze kazde je charakterizovane jednym alebo niekolkymi parametrami. 
Niekedy je zvykom prislusne parametre pisat za argument v distribucnej 
funkcii. Napr. distribucnu funkciu rozdelenia N{^, danu (5) by sim' 
oznacili F{x-, ju, a^).

V praxi najcastejsie tieto parametre nepoziiame. Predmetom nasledu- 
jiicej casti je skumanie metod, pomocou ktorych mozemc na zaklade 
realizacii nahodnych premennych (teda na zaklade vysledkov pokusov) 
zistit, ci platia alebo neplatia urcite predpoklady — hypotezy o skiimanycli 
(neznam3'ch) parametrocb.

2. Testovanie parametrickych hypotez

Predpokladajme, ze je dany velmi vel’kj^ subor N jednotiek urciteho 
druhu, na ktorych potrebujeme preskumat nejake ich vlastnosti. Mozeme 
si napr. predstavit subor N vyrobkov, na ktorych potrebujeme meraf 
urcity znak. Ak bj' sine zistili hodnoty Xi sledovaneho znaku na vsetkych 
jednotkach i — 1, . . N, potom by sme mohli vypocitaf napr. strednu 

X X
hodnotu fjL = \jN ^ Xi, rozpt\d = IjN ^ {xi — [xY jiripadne d’alsie 

«=1 1=1
parametre daneho suborn. Maloked}’ bude vsak mozne preskiimat cely 
subor xel’mi veTkeho poctu N jednotiek, ktory nazyvame zakladnym su- 
borom rozsahu N. Najcastejsie sa musime uspokojit s tym, ze z neho na- 
hodne vyberieme niektore n < N jednotk}^ Tychto n nahodne v\"branycb 
jednotiek budeme nazyxaf vyberovym siiborom rozsahu n. Na zaklade 
hodnot sledovaneho znaku zistenych len na jednotkach vyberoveho suboru 
mozeme (po precislovaih vybranych n jednotiek od 1 do n) vypocitaf urcite

n
ukazovatele vyberoveho siiboru, napr. vyberovy priemer x=lln'^Xi^

n i= 1
vyberovy rozptyl = l/(n — l)^(a;i — xY, pripadne d’alsie charakte-

1=1
ristiky vyberoveho sulioru. Tieto mozeme povazovaf za hodnot}^ urcit^voh
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ualiodiiycli premennych, lebo zavisia od nahodne sa meniaceho vyberovelio 
siiboru.

Vseobecne mozeine ktorykolVek parameter 0 zdkladneho suboru po- 
vazovat za pevnu neznamu hodnotu zavislu od vsetkych hodnot xi, i — I, 
.. .,N, ktoru by sme mohli urcit len po preskiimani vsetkych N Jednotiek 
zakladneho suboru. Je dost dovodov, preco nezvykneme skiimat cele za- 
kladne subory (napr. pri kontrole urcitych vyrobkov sa tieto znicia, alebo 
uz spomenuty ich vel’mi velky rozsah N, ktory moze byt casto aj nekonecny 
atd’.). Pomocou hodnot nahodneho vyberu Xi, Xn mozeme neznanie 
parametre 0 zakladneho suboru nejakym sposobom odhadovaf. Toto je 
ulohou statistickej teorie odhadu, ktorou sa tu nemienime zaoberaf (pozri 
vsak [6] ). Co bude nasou ulohou pri testovani parametrickych hypotez, 
vysvetlime teraz trocha vseobecnejsie, ale dale] to budeme konkretizovat.

Nasou ulohou je vysvetlit niektore zakladne pojmy teorie testovania 
statistickych hypotez. Hypotezami nazyvame urcite predpoklady vztahu- 
jiice sa na rozdelenia pravdepodobnosti skumanych nahodnych premennych 
alebo na hodnoty roznych neznamych parametrov zakladnych suborov. 
Overovanie spravnosti takych predpokladov na zaklade vysledkov nahod­
nych vyberov nazyvame testovanie statistickych hypotez. Sformulujeme 
to trocha presnejsie.

Predpokladajme, ze urcita nahodna premenna X je /i-rozmerny nahodny 
vektor, ktoreho zlozky su nahodne premenne Xi, . . ., Xn- V tomto pripade 
mozeme distribucnu funkciu definovat podobne ako v jednorozmernom: 
Ak su Xi, . . .,Xn rubovolne realne cisla, potom pravdepodobnost siicasneho 
vyskytu nahodnych udalosti {X^ ^ Xi), . . ., ^ Xn) definuje distribucnu
funkciu Fn{x) nahodneho vektora X, t. j.

P{Xi ^ Xi, i = 1,2, . . .,7i) ^ F{xi, X2, Xn) = Fn(x)

Nech rozdelenie pravdepodobnosti nahodneho vektora X zavisi od neja- 
keho r-rozmerneho parametra 0 — (0i, 02, . . ., 0r), ktory je prvkom 
r-rozmerneho priestoru Q — tzv. parametrickeho priestoru. Pritom Q je 
podmnozinou r-rozmerneho euklidovskeho priestoru Rr, t. j. 0 £ c R^., 
Pod jednotlivymi 0i si mozeme predstavit rozne parametre jednotlivych 
rozdeleni uvedenych v prvej casti. Pri oznaceni prislusnej distribucnej 
funkcie sa niekedy zvykne parameter 0 V3^znacit za jej argument x, ako 
sme uz V konkretnom pripade normalneho rozdelenia uviedli. V tomto 
vseobecnom pripade to bude takto Fn{x, 0).

Najdolezitejsi specialny pripad w-rozmerneho nahodneho vektora X 
dostaneme, ak ho povazujeme za nezavisly nahodny vyber rozsahu n, 
napr. zo zakladneho suboru, ktory ma rozdelenie dane distribucnou funkciou 
F{x, 0). Z nezavislosti zloziek Xi takehoto nahodneho vektora X dosta­
neme, ze jeho distribucna funkcia Fn sa rovna sucinu distribucnych funkcii 
zloziek Xi, t. j.
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^n{x, &) = F{xu 0) F{Xz, 0) . .. F{Xn, 0)
Nech je 0o urcita hodnota parametra 0 a co urcita podmnozina para- 

inetrickeho priestoru Q. Potom mozeme definovaf ako parametricku 
h3rpotezu predpoklad, ze hodnota 0o patri do danej podmnoziny a>, t. j. 
00 E CO. Tento predpoklad nazyvame nulovou hypotezou. Oproti tomu 
predpoklad, ze 0oE Q — co nazveme altemativnou hypotezou. Takto 
sformulovanu nulovii parametricku hypotezu mozeme oznacit = 
— {oj, Q). Hovorime, ze je spravna, ak 0o E co a, nespravna, ak 
0oeQ — CO. Ak je CO len jednobodova podmnozina Q, potom 3^ nazyvame 
jednoduchou parametrickou hypotezou, v opacnom pripade zlozenou 
parametrickou hypotezou. Otazku prijat, resp. zamietnut riesime na 
zaklade hodnot x = (a;i, ,.., Xn) nahodn^ho vektora X zistenyeh vykonanim 
nahodneho pokusu, na ktorom je X definovana.

Mnozinu vsetkych moznych hodnot x, ktore moze nahodny vektor X 
j)ri danom pokuse nadobudat, nazveme vyberovym priestorom a oznacime 
ho (Zrejme je ^ J?„). Nech je podmnozinou vyberoveho priestoru.

Budeme vykonavat nasledujuce rozhodnutia: ak po realizacii prislusneho 
pokusu zistime hodnotu x, ktora patri do tejto podmnoziny t. j. ak 
X G Wn, potom .3^ zamietneme ako nespravnu a ak a: G ^ — Wn,
potom Jt nemozeme zamietnut. K jej pripadn^mu zamietnutiu by mohlo 
dojst napr. zvacsenim rozsahu vyberu n. Nulovii hypotezu sa obvykle 
snazime zamietnut, a teda prijat alternativnu, lebo ako alternativnu hy­
potezu formulujeme take predpoklady, ktorych platnost potrebujeme 
overit. Ak nejaky test nebude nulovii hypotezu zamietat, potom to este 
nemusi znamenat, ze ju mozeme prijat za spravnu. V takych pripadoch 
hovorime, ze dany test pri danom rozsahu vyberu nestacil zamietnut 
V siivislosti s tym mozu vznikniit chyby dvoch druhov:

1. zamietneme JF a v skutocnosti je spravna
2. prijmeme a v skutocnosti je nesprdvna

chyba 1. druhu; 
chyba 2. druhu.

Vyber podmnoziny Wn a zamietnutie Jf" ak xE nazveme parametric- 
k3an testom hypotezy mnozinu Wn — kritickou oblastou tohoto testu. 
Existujii metody vyberu podmnoziny Wn, ktore pri urcitych obmedzeniach 
minimalizujii pravdepodobnosti chyb 1. a 2. druhu siicasne (pozri [8]). 
Funkciu argumentu 0 definovami takto

P(H',|(0)= f dFn^x, 0)
w„

(6)

[ J f{x, 0) dx, ak X je spojita nahodna premenna s hustotou f{x, 0) 

^ p{x, 0), ak X je diskr^tna s pravdepodobnostnou funkciou p{x, 0) 

nazyvame silofunkciou testu s kritickou oblastou Wn- Integracia (v spojitom
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prfpade), reap, sumacia (v diskr^tnoin pripade) vyskytujuce sa v definicii 
silofunkcie sa vykonaju cez cel^ kriticky obor Wn- Funkciu argumentu 0 
definovami takto

i6>)= l~P{Wn\0) (7)
tiazyvame operativnou charakteristikou testu s kritickou oblasfou Wn- 

Z definicii silofunkcie a operativnej cliarakteristiky vidief, ze nadobudajii 
hodnoty z intervalu <0, 1>. Pravdepodobnosf chyby 1. druhu sa rovnd

P{Wn i 0), pre 0 G oj
a pravdepodobnosf chyby 2. druhu sa rovna

1 — P{Wn I 0), pre 0€ Q — o)
Je rozumn^ ziadaf, aby pre kaid^ zvolen^ maM cislo a G (0, 1) 

vyznaninosti, platilo

a sdSasne
P{ Wn i 0) ^ a, ak 0 e 0) 

P(W„ i 0) > X, ak0e^ — CO

hladinu 

(8) 

. (9)
t. j. aby pravdepodobnosf chyby 1. druhu nebola vac§ia ako zvolend 
hladina vyznamnosti a a sucasne pravdepodobnosf zamietnutia ^ ak je 
nespravna, prevySovala a. Ak v (8) pre urcity test plati rovnosf, potom 
prisluSmi kriticku oblast nazyvame podobnou vyberovemu priestoru. 
Niekedy sa pri oznaceni kritickej oblasti testu na hladine a pouzije a ako 
index, t. j. takto Wn,a- (Poznamenajme, ze pri oznacovani pravdepodob- 
nosti mozeme pouzif aj sugestivnejsie oznacenie, napr. mozeme pisat 
P(x s W, \ &) namiesto P{Wn | 0), ale dufajme, ze aj pri pouziti tejto 
skrdtenej formy nedojde k omyloin.) Ak sd a Ifn,* kritiek4 oblasti 
dvoch testov na hladine a hypot^zy 3^ tak6, ze plati

P{W*n,o. i &) ^ P{Wn,o. j 0), pre kazde 0 g co (10)
a su6asne

I 0) > P{Wn,x I 0), pre kazde 0e Q — co (11)
potom test s kritickou oblastou nazyvame rovnomerne silnejsi ako 
test s kritickou oblastou TT*,*- Snazime sa ndjst testy s takymi kritickymi 
oblastami IF*,*, aby nerovnosti (10) a (11) platili sucasne pre v§etky 
podmnoziny Wn,x vyberov4ho priestoru, pre ktor4 je definovand pravde- 
podobnost. Ak sa ndm podari taky test najst, potom hovorime, ze ide 
o rovnomerne najsilnejsi test na hladine a hypotezy.Jf' (co, Q). Na urcenie 
kritick^ch oblasti pouzivame nejakd funkcie premenn^ch X,T = T{X), 
ktord sd tiez ndhodnd premenne. Ak je X w-rozmerny ndhcdn]^ vektor,
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ktor^ho zlo^ky tvoria nezdvisl^ ndhodny v^ber rozsahu w, potom funkciu T 
nazjh^'ame testovou §tatistikou alebo hovorime, ze prislusny test je zalozenj^ 
na Statistike T. Pre ilustrdciu zoberme konkr^tny pripad:

Nech je Z = (Xi, ..., X„) nezavisl^ ndhodny vyber rozsahu n z popu- 
Idcie s normdlnym rozdelemm, ktord md strednu hodnotu fx a rozptyl 
[toto oznacujeme N{fi, g^)\. Parametricky priestor Q definujme takto 
Q z= |(^, (T^) e Rz. <r2 > 0}, t. j. euklidovskd polorovina a jeho pod- 
ranozimi co takto
ft) = {(^, a^)eQ : fx — fXo}, t. j. euklidovskd polpriamka.
Treba testovaf zlozenii parametrickii hypotdzu Jf’ ico,Q). Za t^chto pred- 
pokladov sa dd dokdzat, ze ndhodnd premsnnd

T{X)= 7^)
S

(12)

md Studentovo ^-rozdelenie s {n— 1) stupnami volnosti (pozri napr. [4]). 
Pritom X a sii vyberovy priemer a vyberovd smerodajnd odchylka 
vyberu X. Test nasej hypotezy na hladine a mozeme zalozit na &tatistike (12) 
a jeho kriticky obor definovaf takto

W„,, = I I J/w — //o)
1 ^ ^

(:e— //o)

.j = ja.eirfe

2 '

/Mo)
> alebo 

2

kde pre vopred zvolene aG(0, 1) kriticku hodnotu urcime z rovnice

f
21 — J fn-x{i) d# =
2

Funkcia/„_)(<) je hustota Studentovho rozdelenia s {n — 1) stuphami 
volnosti ndhodnej premennej T. Pre niektord x & n mozeme kritickd 
hodnoty f^ndjsf v tabulkdch [7]. Z definicie mnoziny co vidief, ze ide 

2
o test nulovej hypotezy

fX = /xo, kde fXo je istd hodnota parametra (x oproti alternative 
iM ^ fXo, pri nezndmej hodnote parametra a^. Pritom budeme nulovd. 

hypotdzu zamietat, ak na zdklade urcitdho ndhodndho vyberu x zistime,

4e bud -- - ----- > 101, alebo —* ked sme vopred pre
^2 ^2 

zvolend a a pre prislusnd n na§li v tabulkdch [7].
T
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; Priklad: Ur5it4 tovdren sa rekon§truovala, pritom teehnologicky postup 
v^oby ostal rovnaky s priemernym podielom nepodarkov = 0,05. 
Treba overif, 6i nastala zmena kvality v^oby, pricom nemame dovod 
o6ak4vaf zmeny kvality jednym smerom, t. j. ocakavat zlepsenie alebo 
zhorsenie kvality. Predpokladajme, ie sledovany podiel nepodarkov 
(ukazovatel kvality) nadobuda hodnoty ndhodnej premennej s normdlnym 
jozdelenim N {pi, a^).

Budeme testovaf nulovii hypotezu
pi = 0,05, t. j., ze po rekonstrukcii ostala kvalita vyroby rovnaka ako 

pred rekonstrukciou oproti alternative
pi 0,05, t. j., ze sa po rekonstrukcii kvalita vproby zmenila. Po W:na- 

sobnom nezdvislom opakovani ndhodnych vyberov rovnakeho a dos^ 
velk^ho poctu v^obkov zistime podiely nepodarkov xi, pri jednotlivych 
opakovaniach i = \, .. .,n, vypocitame ich aritmeticky priemer x a smero- 
dajmi odchylku s. Pomocou tychto cisel vypocitame hodnotu testov^ho 
krit^ria (12) a pomocou tabuliek [7] urcime pre zvolemi hladinu a kriticku 
hodnotu t a. Potom mozeme lahko overif, ci pre nds vyber x plati x e Wn,«.

alebo X e IT®a podia toho sa rozhodneme, ci nulovu hypotezu zamietneme 
alebo nezamietneme.

Poznamenajme, ze ak by bol parameter a znamy (napr. z predchadzaju- 
cich skusenosti) mohli by sme tii istii hypotezu testovaf testom zalozenym

na statistike Z = —-,'ktor4 uz nema Studentovo rozdelenie, ale
a

normalne N{0, 1) — rozdelenie. Potom vsetko z predchddzajuceho pri- 
kladu ostane v platnosti, len kriticky obor Wn^a by sme definovali prostred- 
niotvom statistiky Z, a teda namiesto kritickej hodnoty — Studentovho

¥

Obr. 3. Graf operativnej charakteristiky s fizikom vyrobcu a a rizikom bdberatela /S

35



rozdelenia by sme brali kriticke hodnoty standardneho normalneho rozde- 
lenia iV(0, 1), ktore su tiez tabuIkovan6 v [7].

Vyssie sme definevali chyby prv^ho a druh^ho druhu, ktor4 lizko suvisia 
8 tzv. prijatelnym a neprijatelnym podielom nevyhovujucich kusov pri 
statistickej kontrole akosti v^obkov. Nech je na kontrolu predlozenych 
N vyrobkov urciteho druhu, medzi ktori^i je Jf (nezndme) nevyhovuju­
cich kusov. Z tychto N vyrobkov vyberieme nahodne n kusov (bez vratenia) 
na kontrolu a nech medzi nimi zistime x kusov nevyhovujucich. Ak je 
X > c, potom dodavku vratime — zamietneme a ak je rr ^ c, potom do- 
da vku prijmeme. Cislo c je samozrejme vopred nejakym sposobom urcene. 
Jeden sposob jeho urcenia neskor ukazeme. Pravdepodobnosf prijatia

dodavky za podmienky, ze obsahuje podiel nevyhovujucich p = je
operativnou charakteristikou a oznacme ju

L{p, n, c) = P{x S cjp) = P{x =jlp)
i=o

Z N vyrobkov, medzi ktorymi predpokladame M nevyhovujucich,
/N\mozeme ndhodne vybrat (bez vratenia) n kusov celkove I I rdznymi

sposobmi a pravdepodobnosf, ze z tychto n vybranych je prdve j kusov 
nevyhovujucich sa rovnA

Dohodou medzi odberatelom a dodavatelom sa urcia cisla pi — pri- 
jatelny podiel nevyhovujucich a, p2 — neprijatelny podiel nevyhovujucich 
kusov tak, ze pri zvolenych malych cislach x, fi z intervalu (0, 1) plati

L{pi, 71, c)
a, pre i = \ 

pre i = 2

Cislo a nazyvame riziko vyrobcu (t. j. riziko, ze dobra dodavka neprejde) 
a riziko odberatela (t. j. riziko, ze zla dodavka prejde). Vidief, ze cisla a, 
^ su vlastne pravdepodobnosti chyb prv6ho a druheho druhu. Typicky 
tvar operativnej charakteristiky s danymi a, /S, pi a pz je na obr. 2.

Je zname (a lahko sa da ukazaf), ze hypergeometricke rozdelenie sa da 
pre N > n aproximovaf binomickym rozdelenim, lebo plati
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Pri danych a, ^ pu pz musi platit
pre i = I 
pre i = 2

Teda pre dost velke N vzhladom na n mozeme priblizne pisat

(13)
a, pre i = 1 

pre i — 2
Pomocou tabuliek binomickeho rozdeleiiia [12] pre dane a, fi, pu Pi 

skumame postupne cele cisla c, cisla n — ni pre pi a a a cisla n — nz pre 
Pz & ^ tak dlho, az pri niektorom c najdeme priblizne = nz vyhovujuce 
vztahom (13). Takto urcime rozsah vyberu n = ni = nz a cislo c, podia 
ktorych sa rozhoduje o prijati, resp. zamietnuti doddvky.

Vyssie sme define vali rovnomerne najsilnejsie testy. Take to testy su 
pre jednoduch^ parametricke hypotezy dane tzv. Neymannovou—Pear- 
sonovou lemon, ktora je zakladom aj pri testovani mnohych zlozenych 
hypotez. My ju pre nedostatok miesta nemozeme uviesf, ale citatel ju 
V dost pristupnej forme moze najsf napr. v [11], kde su aj niektore pri- 
klady jej pouzitia. Existuju, samozrejme, mnohe dalsie nietody tvorenia 
kritickych oblasti roznych testov. Citatela, ktory sa vaznejsie zaujima 
o tiito cast matematickej statistiky, upozornujeme na knihu [8], kde 
najde dokladne rozpracovami teoriu testovanie statistickych hypotez. 
Jednoduchsi rozbor statistickych testov je v [11]. V roznych aplikacnych 
ucebniciach, napr. [10], [1], [3], moze citatel najst prakticke navody po­
uzitia roznych testov. Upozornujeme este citatela, ze clanok s podobnoU 
tematikou — o tzv. neparametrickych a poradovych testoch statistickych 
h3rpot4z — pripravime do niektoreho z d’alsich zvazkov Matematickych 
obzorov.
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