MATEMATICKE OJiZOIlIA 4/1973

0 grupAch a OKRUHOCH |

ANTON LEGEJ?®, Bratislava

V tomto clatiku sa bucleme zaoberat najjednoduchsimi vlastnosfami
grup a okruhov. Obsah clanku je v podstate urceny sylabami zo
zakladov teorio grup — jednou z tem pre volitelny seminar v 4. roc-
niku gymnAzii. Pred citanfm clanku odporucame precitat clanok
o teorii cfsiel.

Kvoli zjednoduseniu (skrateniu) formulacii budeme pouzivat nasle-
dujiice oznacenie:

N — mnozina vsetkych prirodzenych cisel,
Z — mnozina vsetkych celych cisel,
Q — mnozina vsetkych racionalnych cisel,
R — mnozina realnych cisel,
C— mnozina vsetkych komplexnych cisel,
Q+(E') — mnozina vsetkych kladnych racionalnych (realnych)
cisel,
Z~(Q~, B~) — mnozina vsetkych zapornych celych (racionalnych,
realnych) cisel,
Zo(QoMo,Co) — mnozina vsetkych nenulovych celych (racionalnych,
realnych, komplexnych) cisel,
O — operacia skladania zobrazeni.

Uvod

Znacna cast skolskej matematiky je venovana stiidiu vlastnosti cisel
a poctovych vykonom alebo operaciam s nimi, ako su scitanie, odcitanie,
nasobenie, odmocnovanie a pod. V tomto clanku uvedieme vseobecnii
definiciu operacie. Skor nez to urobime, postupne si vsimneme niektore ich
vlastnosti.

Najskor uvazujme o scitani, pricom sa obmedzime iba na cele cisla.
Ak mame nejake dve cele cisla, mozeme im priradit jedine cele cislo — ich
sucet, pricom vysledok nezavisi od poradia scitancov. Tejto vlastnosti
hovorime komutativnost scitania. Okreni toho pre scitanie plati aj asocia-
tivny zakon: Pre kazde tri cele cislax, y,zplatix {y 2={& vy) &
Osobitnu lilohu ma pri scitani cislo 0 (nula). Ak cislo 0 pripocitame ku
ktoremukolvek celemu cislu, dostaneme opat to iste cislo. Okrem toho,
ku kazdemu celemu cislu h existuje cele cislo x (obycajne ho oznacujeme
znakom —h), o ktorom platib -\- x = x  (—bh) = 0. Tato vlastnost scitania
nam dovoluje riesit rovnice tvarua x =h.
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Uvazujme o nascbem, pricom sa obmedzime na kladne racionalne cisla.
V tomto pripade kazde dve kladne racionalne cisla urcuju jedine kladne
racionalne cislo, a to ich siicin. Tak ako scitanie, aj ndsobenie je komutativne
a asociativne. Ulohu cisla 0 pri scitani prebera pri nasobeni cislo 1. Vieme,
ze 6.1 = 1.6 = 6 pre kazde kladne racionalne cislo (ale nielen pre ne).
Analoglcky, ku kazdemu kladnemu racionalnemu cislu 6 existuje kladne
racionalne cislo x (obycajne ho oznacujeme znakom 1/6), o ktorom plati:
h.X=X.b= l.(Je zrejme, ze ak by sme uvazovali o nasobeni nezapornych
racionalnych cisel, tak posledne tvrdenie neplati.)

Ak uvazujeme o odcitani, pricom budeme odcitat iba prirodzene cisla,
zistime, ze situacia je podstatne odlisna. Tak napriklad nie kazde dve
prirodzene cisla maju rozdiel, ktory by bol prirodzenym cislom, teda
odcitanie nie je v mnozine N vo vseobecnosti mozne. Ak by sme vysetrovany
ciselny obor rozsirili na mnozinu Z, tak tuto zavadu odstranime, ale zistime,
ze odcitanie nie je ani komutativne, ani asociativne. Okrem toho nenajdeme
ziadne cele cislo, ktore by pri odcitani hralo podobnu ulohu ako cislo 1 pri
nasobeni, alebo cislo 0 pri scitovani.

Na uvedenych prikladoch sme videli, ze operacie scitania, odcitania
a nasobenia majii iste vlastnosti, ktorych splnenie vsak zavisi od toho, na
akych mnozinach ich uvazujeme. Prvou spolocnou vlastnostou je to, ze
v kazdom pripade dve cisla urcuju jedine tretie cislo, ktore je opat z uvazo-
vanej mnoziny. f)alsou vlastnostou je splnenie niektorych rovnosti a existen-
cia prvkov, ktore maju vzhiadom na uvazovami operaciu iste vysadne
postavenie. Na nasledujucom priklade ukazeme, ze tieto vlastnosti nie sii
podmienene tym, ze sme uvazovali ciselne mnoziny s obvyklymi poctovymi
vykonmi.

yNech R+ je mnozina vsetkych kladnych realnych cisel a nech x Ay — ]lIxy.
Aj v tomto pripade lubovolne dve kladne realne cisla x, y urcuju jedine
kladne realne cislo ~Jxy — ich geometricky priemer. Geometricky priemer
cisel x a y nezavisi od ich poradia, t. j. ~xXy = "yx. Tejto vlastnosti hovo-
rime komutativnost.

Nech Q je mnozina vsetkych racionalnych cisel a xuy — —{x )

je aritmeticky priemer cisel g; a y. V tomto pripade tiez lubovolne dve ra-
cionahie cisla x, y urcuju jedine racionalne cislo, pricom xuy =y Bx

pre kazde x, y eQ.
Nccli a je rovina s pravouhlou suradnicovou sustavou Qxy. Prirad'me
kazdej dvojici X, Y {X = {xuyi), Y = {xz, yzi) bodov z a bod 8 =
@\ + Xz), ™ (yi + yajjr (Ak X ™Y, tak 8 je stredom usecky XY;

ak X = F, tak 8 = X — Y.) Aj v tomto pripade kazda dvojica X, Y
bodov z o urcuje jediny bod, ktory opat patri do oc. Ak oznacime znakom
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X * Y bod S, ktory priradujeme dvojici X, Y, tak zrejme plati X * F =
- 7*X.

Nech a je rovina spolu s pevnou sustavou kartezskych suradnlc Oxy
a nech A = {a, b) ]e nejaky bod z a. Potom posunutie urcene vektorom
OA je zobrazenie/ai,: {x, y) —>{x a,y *)- Oznacme znakom F mnozinu
vsetkych posunuti roviny a. Ak fab a fed sii nejake dve posunutia (t. j.
prvky z F), tak zobrazenie, ktore vznikne ich zlozemm, je opaf posunutie:

x,y) {xA-a,yf-h) [ {x a-Ycvy d), ktore budeme ozna-
covat znakom/c(i ofab- Je zrejme, ze toto posunutie je jednoznacne urcene
a nezavisi od poradia skladania jednotlivych posunuti. Ak posunutie fab
zlozime s posunutim /oo (t. j. s posunutim urcenym nulovym vektorom),
dostaneme opaf posunutie fab- Z toho vyplyva, ze posunutie /oo bra pri
skladani posunuti taku istu ulohu ako cislo 0 pri scitani alebo cislo 1 pri

nasobeni. Nech fab, fed a fgn sii nejake tri posunutia. Potom {x, y) y

{"+gy-Y iVv{xya-s\c gMY-yb-Yb+d).Z toho wvy-
plyva, ze {fab ofed) ofgh je posunutie urcene vektorom OP, kde P =

= (u+c +g 6+ d-+ A). Podobne {x, ) XYc+g yYd+

-Y h) {XYa +cYg,yYbYdY g Tedafabo {fed ofgh) je po-
sunutie urcene tym istym vektorom OP. Z toho vyplyva, ze {fab ofed) O
o/»A =/ab6 o {fed ofgh)- Teda skladanie translacii je asociativne. Z toho,
CO sme doteraz dokazali, vyplyva, ze skladanie posunuti roviny a ma tie
iste vlastnosti ako scitanie celych cisel, nasobenie kladnych racionalnych
cisel.

Podobne tvrdenie plati aj 0 mnozine vsetkych rovinnych alebo priesto-
rovych vektoroch so scitanim vektorov.

V kazdom z uvedenych prikladov sme lubovolnej usporiadanej dvojici
prvkov z uvazovanej mnoziny {Z, Q+, F) priradili jediny prvok z tejto
mnoziny; urcili sme teda zobrazenie kartezskeho sucinu Z x Z (Q+ x Q*,
F X F)do Z {Q" F). Taketo zobrazenia budeme nazyvaf binarnymi opera-
ciami. Uvedene operacie majii iste vlastnosti, ktore — ako sme to videli —
su v istom zmysle toho isteho druhu. Specifikovanim tychto vla.stnosti (co
neskor urobime) dostaneme rozne typy algebraickych struktui' s jednou
(neskor s dvoma) binarnymi operaciami.

2. Binarne operacie

V predchadzajiicom odseku sme si ukazali niekolko prikladov binarnych
operacii. Skor ako uvedieme presnii definiciu binarnej operacie, zopakujeme
niektore zname pojmy.

Usporiadana dvojica prvkov w a v je mnozina {u, v) = {u, v}}.
Prvky wav nazyvame zlozkami usporiadanej dvojice (w, v); u prvou zlozkou
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a V druhou zlozkou. Teda usporiadana dvojica je miiozina, ktorej prvkami
sii mnoziny, a to mnozina {'it) pozostavajiica z prvku u a mnozina {u, v}
pozostavajuca z prvkov u g v. Ak {u, v) a {X, y) su dve usporiadane dvojice,
tak [u, v) = {x, y) prave vtedy, kedu = xa v =1y.

Ak A a 5 su nejake mnoziny, tak pod ich kartezskym siicinom rozumieme
mnozinu A X B vsetkych usporiadanych dvojic {a, h), ktorych prva zlozka
patri do A a druba zlozka patri do B. Ak A = B, tak namiesto A X A
budeme pisat A"

Zobrazenim : A B mnoziny A do mnoziny B rozumieme taku pod-
mnozinu/ ™ A X B,o ktorej plati: Ku kazdemu a g A existuje prave jedno
beB, ze {a,b)Gf. Prvok b nazyvame obrazom prvku a v zobrazeni /

a obvykle ho oznacujeme f{a) alebo a b (ak nemoze dojst k nedorozume-
niu, tak iba a —> b).

Nech /7 : A -> B je zobrazenie, X ¢ A a F ™ B. Mnozinu {f{x); x e X}
(t. j. mnozinu vsetkych obrazov prvkov z X) nazyvame obrazom mnoziny X
v zobrazeni / a oznacujeme ju/(X). Mnozinu {x g A; f{xX) G F} (t. j. mnozinu
vsetkych tych prvkov z A, ktorych obrazy patria do F) nazyvame vzorom
mnoziny F v zobrazeni/a oznacujeme ju/*(F). Ak F = {&}, tak namiesto
*{{b}) budeme pisat iba/*(6) a kazdy prvok z tejto mnoziny budeme nazyvat
vzorom prvku b.

Definicia 1. Binarnou operaciou na mnozine A (A 7" 0) rozumieme
kazde zobrazenie / mnoziny A* do mnoziny A. Prvok/(a;, y), kde {x, y) g A*
budeme nazyvat kompoziciou prvkov a: a y a mnozinu A nosicom operacie/.

Pretoze zapis f{x, y) pre kompoziciu prvkov a a y je komplikovany,
budeme operacie oznacovat znakmi o, + a kompoziciu prvkov a: a 'y
budeme oznacovat: x oy (citaj: x kriizok y); a, Oy (citaj: x stvorcek vy);
x .y alebo iba xy (citaj. x krat y); a, + y (citaj. x plus y) podia toho, akym
symbolom budeme oznacovat uvazovami operaciu. V tom pripade, ked
operaciu budeme oznacovat znakom . (+), budeme ju nazyvat nasobenie
(scitanie), a to aj vtedy, ked nosic tejto operacie nebude ciselna mnozina
a operacia . (-]-) nebude nasobenim (scitanim) cisel.

Vsimnime si dve velmi dolezite vlastnosti operacie na mnozine A,
ktore su zahrnute v jej definicii. Prvou z nich je jednoznacnost operacie.
To znamena, ze kompozicia lubovolnych dvoch prvkov z A je urcena
jednoznacne. Tato vlastnost je dosledkom toho, ze operacia je zobrazenim.
Druhou vlastnostou je uzavretost operacie, co znamena, ze kompozicia
lubovolnych prvkov z A patri opat do A

Teraz uvedieme niekolko prikladov operacii.

Prihlad 7. Scitanie je operacia na mnozine N vsetkych prirodzenych
cisel, pretoze kazdej usporiadanej dvojici {x, y) G priraduje prirodzen4
cislo x 4 y, ktore — ako vieme — je jedine. Obdobne aj nasobenie je
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operaciou na mnozine N. Naproti tomu odcitanie a delenie nie su opera-
ciami na mnozine N, pretoze rozdiel a podiel 'ubovolnych prirodzenych
cisel nemusi byE prirodzene cislo. Ak by sme vsak uvazovali mnozinu Z
vsetkych celych cisel, tak odcitanie je uz na Z operaciou.

Priklad 2. Nech A = {a, h, c;anech . > A je zobrazenie definovane
takto; (a,a) |->a, {a,h)\->b, {a,¢c) >c, {b a) |-> b, {b,b)\->a, {bc)}—>a,
(c,@) —> ¢, (c, b) 'x->a, {c, ¢) \~>h. Tiito operaciu mozeme znazornit aj na-
sledujucou tabulkou:

O a b ¢
a a b c
h b a a
c ¢ ab

Tabul'ku sme zostavili tak, aby kompozicia X by lezala na priesecniku
riadku urceneho prvkom x so stipcom, ktory je urceny prvkomy. Tabulky,
ktorymi znazornujeme operacie na konecnych mnozinach, nazyvame multi-
plikacnymi tabulkami alebo Cayleyho tabulkami. Neskor uvidime, ze zapis
operacii (na mnozinach, ktore nemaju prilis vela prvkov) pomocou multi-
plikacnych tabuliek ma okrem prehladnosti niekoTko vyhod, na ktore
upozornime.

Priklad 3. Nech A je mnozina vsetkych vektorov v rovine, t. j. mnozina
vsetkych usporiadanych dvojic (a, b) realnych cisel. Obvykly sucet vekto-
rov {a, b) a (c, d) definovany vzfahom [a, b) + (c,d) = (a-fc, 6 + d)
je binarna operacia na mnozine A. Analogicky, sucet lubovolnych dvoch
trojrozmernych vektorov (t. j. usporiadanych trojic realnych cisel) je bi-
narna operacia na mnozine vsetkych takychto vektorov.

Priklad 4. Nechjs/ je mnozina vsetkych zhodnych zobrazeni roviny a,
ktorymi sa reprodukuje dany stvorec ABGD leziaci v rovine a. Mnozina ja/
pozostava z osmich prvkov, ktore oznacime takto:

ABC D ABC D ABC D
ABCD 2T Bpac "7 bcea

_ ABCD ABC D ABC D
CAD B DBC A ACBD
IABC D\ (ABC D\

/' \eBAB)' " ~—\BaeE

{i je identicke zobrazenie, a je otocenie 0 90°, b otocenie 0 180°, ¢ otocenie
0 270°, d sumernost podia osi CB, e sumernost podia osi AD, fa g siimernosti
podia symetral jednotlivych stran uvazovaneho stvorca.) Potom skladanie
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zobrazem je operacia iia nmozine j/. Miiltiplikacnou tabul'kou tejto operacie
je nasledujuca tabiil'ka:

o i abocde¥fg
i i abocde¥foyg
a abc i o9 f de
h b c i ae dg f
c ¢ i ab f g e d
d df e g i b ac
e e g df b i c a
f f e g dc ai b
9 9 d f e ac b i

Defimcia 2. Hovorime, ze operacia O na mnozine A je komiitativna,
ked pre kazde a, he A plati: aab=baa

Komutativne operacie budeme obycajne oznacovat znakom +.

Scitanie a nasobenie prirodzenych cisel su komutativne operacie. Opera-
cie z prikladov 2 a 3 su komutativne. Naproti tomu odcitanie celych cisiel
nie je komutativna operacia, pretoze 4 —2 =2 a 2 —4 = —2. Tak isto
aj operacia popisana v priklade 4 nie je komutativnou operaciou, pretoze
aog = end = goa. -

Ak mame zistit, ci operacia popisana multiplikacnou tabulkou je komu-
tativna, staci zistit, ci je symetricka podia hlavnej uhlopriecky, t. j. podia
uhlopriecky iducej z laveho horneho rohu do praveho dolneho rohu
tabulky. Pomocou tohto kriteria lahko zistime, ze tabulka z prikladu 2
urcuje komutativnu operaciu, zatial co tabulka z prikladu 4 urcuje neko-
mutativnu operaciu.

Predpokladajme, ze na mnozine A je definovana nejaka binarna operacia
Oanech X,y,ze A. Pretoze X’ = x uySiy'—yn prvky z A, ma zmysel
bovorit o kompozicii xX'nz={xuy)nz resp. xuy' =xu{yuz)
Drvkov x' a z, resp. prvkov x a y' Tieto kompozicie nemusia byt vzdy to-
tozne. Napriklad, ak za operaciu O vezmeme aritmeticky priemer a za cisla

X, y, z vezmeme cisla 1, 2, 3, tak x ay = 2) =32ay' =yOds=

= (2-f3) =52 Potom {xny) uz=9/4axa{ynz)—7/4 V uve-

denom pripade vyrazy a; O (y O 2) a (3 OY) O 2 oznacuju rozne prvky z R\
teda ,,aritmeticky priemer“ troch cisel zavisi od sposobu, akym ho vypoci-
tame. (Lepsie povedane nema zmysel hovorit o aritmetickom priemere
troch (a viacerych) prvkov, pretoze nie je jednoznacne urceny.) Tento
vysledok sice nesuhlasi s nasou skusenostou so scitovanim (nasobenim)
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cisel, ale je celkom prirodzeny. Niet totiz dovodu ocakavaf, ze vseobecne
binarne operacie budu mat take iste vlastnosti, ake maju obvykle operacie
s cislami. To, ze vysledok scitania (nasobenia) troch alebo viacerych cisel
nezavisi od sposobu uzatvorkovania, je dosledkom toho, ze scitovanie
(nasobenie) je asociativna operacia v zmysle naslediijucej definicie:

Definicia 3. Hovorime, ze operacia O na mnozine A je asociativna,
ak pre rubovolne tri prvky x, y, zeyl plati: (x ny) nz=xn (y a z),
t. j. ak spina tzv. asociativny zakon.

Operacie scitania a nasobenia z prikladu 1 su asociativnymi operaciami.
Odcitanie na mnozine Z celych cisel nie je asociativna operacia, pretoze:
3—(4—(—2)=—3 a 3—4)—(—2) =1 Operacia z prikladu 2
je tiez neasociativna, pretoze co{coh) —coa =c¢ a (cOc)o& —
h o b = a. Tento priklad ukazuje, ze pri preverovani asociativheho zakona
treba vyskiisat vsetky mozne (usporiadane) trojice prvkov z A. Operacia
popisana v priklade 4 je asociativha. Nebudeme to vsak dokazovat, pretoze
toto nase tvrdenie je dosledkom vseobecneho tvrdenia, ktore si vyslovime
V nasledujiicom priklade.

Priklad 5. Nech F{A) je mnozina vsetkych zobrazeni mnoziny A do
A{A ™ 0) a T, ge F{A). Oznacme znakom fog zobrazenie ™ do © deiino-
vane takto: Pre kazde xe A (/0 g)}{x) = f{g{x)) {f o g je zobrazenie zlozene
zo zobrazeni / a g). Ukazeme, ze operacia o skladania zobrazeni je asocia-
tivna. Aby sme to dokazali, staci ukazat, ze pre rubovolne tri zobrazenia
/, 9, heF{A) plati [fog] o h~fo {g o h). Tato rovnost vsak plati
prave vtedy, ked' pre kazde xe A plati [(/og) o h] (x) = [fo{g o h)] {x).
Vypocitajme vyraz na lavej strane tejto rovnosti: {{f o g) oK]x = {fog)
{h{x)) = f{g{h{x))). Upravou pravej strany dostavame: [fo {g o h)] {x) =
=1f[{9 o h) (a)] — f{g{h{x))). Pretoze vysledky su totozne, uvedena rovnost
je pravdiva. Z toho vsak vyplyva, ze operacia skladania zobrazeni je aso-
ciativnou operaciou. K tomuto prikladu — v specialnom zneni — sa este
podrobne vratime.

Pretoze v priklade 4 skladame zhodne zobrazenia roviny, ktore repro-
dukuju dany stvorec ABCD, uvedena multiplikacna tabuTka urcuje aso-
ciativnu operaciu.

Doteraz uvedene priklady operacii ukazuju, ze komutativny a asociativny
zakon sii navzajom nezavisle, t. j. ze existujii neasociativne komutativne
operacie a nekomutativne asociativne operacie. Je samozrejme, ze existuju
operacie, ktore splhaju oba zakony (scitanie a nasobenie prirodzenych
cisel), prave tak ako existuju operacie nesplhajuce ani jeden z uvedenych
zakonov.

Definicia 4. Usporiadanu dvojicu {G, 0O), kde tr je neprazdna mnozina a O
je operacia na G, nazyvame grupoid. Mnozinu G nazyvame nosicom grupoidu
{G, O) a O nazyvame operaciou grupoidu {G, 0).
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{N, +)) (-"j *» *5 —p ({® c}, O) kde O je operacia popisana tabulkou
z prikladu 2, (j/, o) = ({i, a, b, ¢, d, e, f, g}, 0), kde o je operacia z pri-
kladu 4, {F{A), 0), kde o je operacia skladania zobrazeni, su grupoidy.
Grupoid, ktoreho operacia je komutativha, nazyvame komutativhym
grupoidom. Takymto grupoidom su grupoidy {N, {N, ), {{a, b, c], n).

Defimcia 5. Grupoid, ktoreho operacia je asociativha nazyvame polo-
grupou.

Z vvssie uvedenych prikladov su pologrupami nasledujuce grupoidy:
{Nr +)l {N, O) a {F{A), 0).

Cvicenia

1. Dokdzte, ie iisporiadane dvojice (u, v) a {X, y) su totoXne prave vtedy, ked
X=uay=V.

2. Nech R+ je mnozina vsetkych kladnych realnych ci'sel. Zistite, ci aritmeticky
priemer— {x y) a geometricky priemer ~xy sd asociatfvne operdcie na 22+.

3. Nech R je mnozina vsetkych redInych cisel. Oznacme znakom max {x, y] vacsie
z cisel x a'y a min {x, y} mensie z cisel x a y. Su max a min operacie na i? a splhaju
komutativny alebo asociativny zakon?

4. Nech d{x, y) je najvac8i spolocny delitel a n(x, y) je najmenSi spolocny ndsobok
prirodzenych cisel x ay. Dokaite, 2e d a n su operacie na mnoJine iV vsetkych priro-
dzenych cisel a zistite, ci sii asociativhe a komutativne.

5. Zistite, ci je mnozina vSetkych zhodnych zobrazeni reprodukujiicich dany troj-
uholnik ABC s operaciou skladania zobrazeni pologrupou. Ak je, zostavte jej multipli-
kacnu tabulku.

6. To iste, co v predchadzajiicom cviceni urobte pre dany obdiznik ABCD.

7. Nech 2" je mnozina vSetkych podmno”in mnoziny A. Zistite, ci operAcie: zjedno-
tenie (X, F) i->X O F a prienik (X, Fi i-> X OF (X, F e 2") su asociativhe a komu-
tativne na 2.

8. Na mno”ine A = {a, b, ¢, d} definujte taku binArnu operAciu, ktorA bude mat
iba jednu neasociativnu trojicu.

9. Na mnozine A = {a, b, c, d) definujte taku binArnu operAciu ktorA bude mat iba
dve nekomutativne dvojice.

10. Je mozne na trojprvkovej mnozine definovat takvk binArnu operAciu, ktorA by
mala prAve jednu neasociativnu trojicu?

3. Neutralne a inverzne prvky

Ak je na mnozine A definovana operacia, tak niektore prvky z A mozu
mat vzhladom na tiito operaciu niektore specialne vlastnosti. Ak napriklad
uvazujeme pologrupu (A,.) prirodzenych cisel s operaciou nasobenia, tak
takymto prvkom je cislo 1: a.\ \.a = a pre kazde ae N. Podobne
sa sprava prvok a z prikladu 2\ anx™xna — x pre kazde xe A. Prvky,
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ktore maju tiito vlastnosf (vzhladom na nejaku operaciu) nazyvame neutral-
nymi prvkami tejto operacie.

Defimcia 6. Nech O je operacia na mnozine A. Prvok eeA nazyvame
Tavym (pravym) neutralnym prvkom operacie O, ak pre kazde xG A plati:
enX=Xxae=x).

Priklad 6. Nech A = {a, h, ¢, d} a O je operacia na A popisana nasledu-
jucou taburkou:

O a b ¢ d
a ab c d
b a b ¢ d
c b ¢ b d
d ¢ dc ¢

Potom prvky a a 6 sii 'avymi neutralnymi prvkami operacie 0, ale nie sii
pravymi neutralnymi prvkami operacie n. Podobnym sposobom by sme
mohli najst priklad operacie, ktora ma viac nez Jeden pravy neutralny
prvok, ale nema ani jeden l'avy neutralny prvok.

Priklad 7. Nech A = {a, 6, ¢} a O je operacia na A popisana nasledujucou
multiplikacnou tabul’kou:
ula h ¢

ac ¢
h b ¢
cC c ¢

Potom prvok a je pravym neutralnym prvkom operacie 7, ale nie je l'avym
neutralnym prvkom tejto operacie. Da sa najst priklad operacie, ktora
ma lavy neutralny prvok, ale nema ani jeden pravy neutralny prvok.

Veta 1. Nech O je operacia ha mnozine ™ aeg je jej 'avym neutralnym
prvkom a/ je jej pravym neutralnym prvkom. Potom e = f.

Dokaz. Pretoze e je Tavym neutralnym prvkom, e 0/ =/. Kedze/
je pravym neutralnym prvkom, e O/ = e. Z uvedenj*ch rovnosti vyplyva
rovnost e =f.

Z predchadzajiicej vety vyplyva, ze nosic binarnej operacie moze obsa-
hovat najviac jeden prvok, ktory by bol aj Tavym aj pravym neutralnym
prvkom tejto operacie.

Defimcia 7. Prvok z nosica operacie O, ktory je jej Tavym aj pravym
neutralnym prvkom, nazyvame neutralnym prvkom operacie O. Ak opera-
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ciou bude siicin (siicet), tak neutralny prvok budeme nazyvaf jednotkovym
(nulovym) prvkom alebo len jednotkou (nulou).

Ak operacia gmpoidu (pologrupy) {G, 0) ma neutralny prvok e, tak ho
(ju) nazyvame grupoidom (pologrupou) s neutralnym prvkom (alebo mo-
noidom). Prvok e nazyvame neutralnym prvkom grupoidu (pologrupy,
monoidu) {G, 0O).

Pologrupa {F{A), 0) (F(A) je mnozina vsetkych zobrazem mnoziny A
a o Je operacia skladania zobrazem) je pologrupa s neutralnym prvkom
(je nim identicke zobrazenie mnoziny A). Podobne, mnozina vsetkych
zhodnych zobrazeni reprodukujucich dany stvorec s operaciou skladania
zobrazem je pologrupa s neutralnym prvkom (je nim prvok i).

Priklad 8. Citatel sa uz stretol s tzv. binomickou rovnicou =1 {n je
prirodzene cislo). Vieme, ze vsetky (komplexne) korene tejto rovnice su

urcene vztahom % = cos _n_+ A sin N kde A =0, 1, 7i—I

(alebo lubovolnym n po sebe nasledujucim celym cislam). Uvazujme teraz
o0 mnozine Kn vsetkych korehov uvedenej rovnice. Sucin xjcXj lubovolnych
dvoch korehov X]c a Xj korehov rovnice x* = 1 je opat jej korehom. Aby
sme to dokazali, musime ukazat, ze {x/cXj)* = 1. To je vsak pravda, lebo
{XJeXjr = = 1.1 = 1. Z toho vyplyva, ze nasobenie komplexnych
cisel je operacia na Kn- Pretoze nasobenie komplexnych cisel je asocia-
tivne a cislo 1 je korehom nasej rovnice, [Kn, 1) je monoid.

Ak sa chceme presvedcit, ci operacia zadana multiplikacnou tabul'’kou
ma lavy (pravy) neutralny prvok, staci zistit, ci niektory z prvkov urcuje
riadok (stipec) totozny s hornym (I'avym) riadkom (stlpcom).

Definicia 8. Nech [G, n) je grupoid s neutralnym prvkom e. Hovorime,
ze prvok a' eG [a" e G) je l'avym (pravym) inverznym prvkom vzhiadom
na operaciu n k prvku aeG, ked a' na=-¢ [ana" —e).

Veta 2. Ak x' je l'avym a x" je pravym inverznym prvkom Kk prvku x
z monoidu [G, .), tak x' = x".

Dokaz. Pretoze x' je lavym a g;” je pravym inverznym prvkom Kk prv-
ku x, plati X' . x =e —x.x" Kedze X —x".e=x".[x. x") =
=[x .Xx).x" —e.x" =x", dokaz vety je skonceny.

Z vety vyplyva, ze ak nejaky prvok monoidu (asociativnost operacie
sme V dokaze vyuzivali!) malavy aj pravy inverzny prvok, tak tietoprvky

su totozne. Tato veta nam dovoTuje vyslovit nasledujucu definiciu.
Definicia 9. Hovorime, ze prvok monoidu ma inverzny prvok, ak ma aj

lavy aj pravy inverzny prvok. Prvok ku ktoremu existuje inverzny prvok,
budeme nazyvat invertibilnym prvkom.
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Z predchadzajucej vety vyplyva tiez i to, ze ak k nejakemu prvku mono-
idu existuje inverzny prvok, tak existuje jediny. Inverzny prvok k prvku x
vzhladom na nasobenie (scitanie) budeme oznacovat znakom x~" (—x a na-
zyvaf opacnym prvkom k prvku x).

Ak chceme priamo z multiplikacnej tabulky zistit, ci k nejakemu prvku x
existuje lavy inverzny prvok, staci prevent, ci v stipci urcenom prvkom x
lezi neutralny prvok. Eavym inverznym prvkom je potom prvok, ktory
urcuje riadok, ktoreho priesecnikom s nasim stipcom je najdeny neutralny
prvok. Pravy inverzny prvok sa hl'ada podobne, len riadky a stipce si vy-
menia ulohy.

Neutralny prvok operacie je inverznym prvkom sam k sebe. Prvok h
z prikladu 2 je tiez svojim inverznym pr~com; naproti tomu k prvku c
neexistuje ani lavy ani pravy inverzny prvok. Priamo z tabulky v priklade 4
sa da zistit, ze kazdy prvok ma inverzny prvok.

Ak y je korenom rovnice =1 (t. j. ked plati  =1), tak aj 1lly je jej

1 \« 1 1

korenom, lebo (VJ =----=—|= 1. Z toho vyplyva, ze ku kazdemu

y G Kn existuje v inverzny prvok vzhladom na nasobenie komplexnycli
cisel, ktore, ako sme ukazali, je operaciou na Kn- (Inverznym prvkom
kyeKn je cislo 1/y.)

Pre grupoidy veta 2 vo vseobecnosti neplati. Grupoid z prikladu 2 nie je
pologrupa (neasociativnou trojicou je trojica (¢ ¢, &)). Prvok b ma dva rozne
inverzne prvky, ato 6 a c, co sa da lahko zistit z tabulky. Nasledujuci priklad
ukazuje, ze existujii pologrupy, v ktorych existuju prvky majuce viac nez
jeden lavy inverzny prvok. (Je zrejm”, ze taketo prvky nemozu mat
prave inverzne prvky.)

Priklad 9. V tomto priklade ukazeme, ze zobrazenie f: N -> N defino-
vane predpisom /7 :n > % + 1 a patriace do pologrupy F{N) ma v tejto
pologrupe nekonecne mnoho l'avych inverznych prvkov, a teda ani jeden
pravy. Lavymi inverznymi prvkami k prvku / budii zobrazenia f]*k = 1,
2, ..., ktore su deiinovane takto:

ffec® = —1lak >1

Ja(l) = N
Teraz ukazeme, ze  Of je pre kazde k identicke zobrazenie mnoziny N.
Skutocne: {tk of) {n) =tk{f{n)) =Hk{>" - 1) = % + 1) — 1 — pre kazde
ne N. Z toho vsak vyplyva, ze /& oOf je identicke zobrazenie mnoziny N.

Je zrejme, ze zobrazenia /i, fx, fs, ... su navzajom rozne, je ich nekonecne
mnoho a vsetky sii 'avymi inverznymi prvkami k / v pologrupe F{N).

Veta 3. Kompozicia lubovol'nych dvoch invertibilnych prvkov monoidu
je opat invertibilny prvok.
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Dokaz. Nech re'je inverznymprvkom k prvkure ay* je iiiverznymprvkom
k prvku y. Potom y' .re' je inverznym prvkom k prvku re.y. Skutocne:
(re.y).(yreY=re.(y.y").re' =re.e.re' =re.re’ = e Podobne by sa do-
kazalo, ze prvok y' . r¢' je aj lavym inverznym prvkom k prvku re . y. Z toho
vyplyva, ze re.y je invertibilny prvok.

Poznamka. Vetu 3 mozno zovseobecnit na lubovolny koneeny pocet
cinitelov.

Z vety vyplyva, ze inverzny prvok ku kompozicii dvoch invertibilnych
prvkov sa rovna kompozicii v opachom poradi k nim inverznych prvkov.

Cvicenia

11. Zistite, ci opei-acie z cvicenf 2, 3, 4, 5, 6, 7 rnajii neutralne prvky.

12. Zistite, ktore prvky majd lave (prave) inverzne prvky vzhladom na operacie
z cvicenf 2, 3, 4, 5, 6, 7.

13. Najdite neutrAlny prvok operacie O : i? X i? -> It(R je mnozina vSetkych real-
nych cfsel) definovanej vztahom xUy = xy  x -\-y.

14. Zistite, ku ktorym realnym cfslam existuju inverzne prvky vzhladom na ope-
rdciu definovanu v predchadzajucom cvicenf.

15. Nech 2~ je mnozina vsetkych podmno~fn mno2iny A s oper4ciou rozdielu
mno~Mn (XDF = X"\Y pre kazde X, Y e 2"). Doka2te,2eprazdna mnozina jepravym
neutralnym prvkom tejto operacie, ale nie je jej lavym neutrdinym prvkom. £)alej
doka”te, 2e pravym inverznym prvkom k mnoiine X je ka”da mnozina Y € 2"
s vlastnostou F ™ X.

16. Nech 2" je mnozina vsetkych podmnozfn mno2iny A s operaciou symetricka
diferencia (X — F = (XX~ F) (F\X) pre kazde X, F e 2"). Najdite neutrdiny
prvok tejto operacie a dokaXte, ie kazda mnozina X e 2* ma inverzny prvok vzhladom
na tuto operaciu. Zostavte multiplikacmi tabuiku tejto operacie pre mnotinu A =
={a, b, c}.

17. Nech A — (0O, 1, 2, 3}. Definujme na A operaciu O takto: rc 0y sa rovna zvysku,
ktory dostaneme po delenf cfsla x* + 2xy cfslom 4. Zostavte multiplikacnu tabuiku
tejto operacie a zistite, ci ma neutralny prvok.

18. Najdite prfklad takej binarnej operacie, ktora bude mat prave tolko lavych
neutralnych prvkov, kolko prvkov ma jej nosic.

19. Ndjdite prfklad monoidu, ktory bude obsahovat prvok majuci prave dva lave
inverzne prvky.

20. Uk42te na prfklade, 2e podmienku asociatfvnosti z vety 2 nemozno vynechat.

4. Grupy

Definicia 10. Monoid {G, €) nazyvame grupou, ak ku kazdemu jeho
prvku existuje inverzny prvok (vzhladom na jeho operaciu).

Teda mnozina G s binarnou operaciou na G* je grupou prave vtedy, ked
plati:

1. Pre kazde x, y, ze G je x.{y.z) = {x.y) .z (asociativhy zakon).
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2. Existuje prvok eeG b vlastnos™ou e . x = x . e = x pre kazdé xe G
(existencia neutralneho prvku).
3. Ku kazdemu xe G existuje take x' e G, ze x . X' = X' . X = &.

Pretoze dalej operaciu grupy budeme oznacovat . a nazyvat nasobenie,
neutralny prvok budeme nazyvat jednotkovym prvkom alebo iba jednotkou
a inverzny prvok k prvku x budeme oznacovat x~". Ak grupova operacia
bude komutativna, tak ju budeme oznacovat + a neutralny prvok budeme
nazyvat nulovym prvkom alebo iba nulou a oznacovat 0; inverzny prvok
k prvku X budeme nazyvat opacnym prvkom k prvku x a oznacovat —x.
V pripade, ze nebude moct prist k nedorozumeniu, tak grupu {G, .) budeme
oznacovat iba znakom G a budeme hovorit o grupe G.

Priklad 10. Nech  oznacuje mnozinu vsetkych kladnych realnych cisel.
Pretoze siicin kladnych realnych cisel je opat kladne realne cislo, nasobenie
je operacia na R+. Kedze nasobenie je komutativna a asociativna operacia
a prevratena hodnota kladneho realneho cisla je kladne realne cislo (inverzny
prvok vzMadom na operaciu nasobenia), ) je komutativna grupa
(jednotkovym prvkom je cislo 1).

Priklad 11. Nech  je mnozina vsetkych nenulovych racionalnych cisel.
Pretoze sucin lubovolnych nenulovych racionalnych cisel je nenulove
racionalne cislo, nasobenie je operacia na"o- Pretoze aj ostatne podmienky
z definicie grupy su splnene (preverte ich podrobne!), {Qq, .) je grupa
(dokonca komutativna).

Eahko sa da nahliadnut, ze operacia na mnozine vsetkych zhodnych
zobrazeni reprodukujiicich dany stvorec spina podmienky uvedene v de-
finicii grupy. Teda tieto zobrazenia tvoria vzhladom na operaciu skladania
zobrazeni grupu, ktoru budeme oznacovat

Monoid (A”,.) vsetkych korehov rovnice x* = 1 je grupa. V podstate
sme to dokazali za definiciou 8, kde sme ukazali, ze ku kazdemu korehu
existuje inverzny prvok vzhladom na nasobenie, ktory je tiez korehom
uvazovanej rovnice. Tiito grupu budeme nazyvat grupou vsetkych n-tych
odmocnin z jednotky.

Priklad 12. Nech K je mnozina vsetkych komplexnych jednotiek,
t. j. mnozina vsetkych komplexnych cisel, ktorych absoliitna hodnota
sarovna 1. Pretoze sucin (cos (p + isin (p) (cos ip + isin y)) — cos (9? + y)) +
+isin {(p ip) komplexnych jednotiek je opat komplexna jednotka,
nasobenie je operacia na K. Pretoze nasobenie je asociativha a komuta-
tivna operacia a cislo 1 je komplexnou jednotkou, {K,.) je monoid. Inverzny
prvok (vzhladom na nasobenie) ku komplexnej jednotke (cos <p -|- isin 97)
je cislo = cos 9? — isin % — teda opat komplexna jednotka a teda, {K, .)
je grupa, ktoru budeme nazyvat grupou komplexnych jednotiek.

Priklad 13. Nech Z je mnozina vsetkych celych cisel. Ak delime nejake
cele cislo x cislom 5, dostaneme tzv. neuplny podiel g a zvysok r (g a r sii
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cele cisla, jediioznacne urcene), pricom plati:
X—=6q T, 0~Nr<hb

Vsetkych moznych zvyskov je 5: 0, 1, 2, 3, 4. Mnoziny vsetkych celych
cisel, ktore po deleni cislom 5 budii davat ten isty zvysok r budeme nazyvat
zvyskovou triedou modulo 5. Vsetkych zvyskovych tried je prave tol'ko,
kol'ko je zvyskov po deleni cislom 5. Kedze kazde cele cislo patri prave
do jednej triedy, mame mnozinu Z rozlozemi na pat tried. Triedu, do ktorej
patri cislo x, budeme oznacovat x a mnozinu vsetkych zvyskovych tried
modulo 5 budeme oznacovat Zs. Cele cislo y bude patrit do triedy x prave
vtedy, ked po deleni cislom 5 da ten isty zvysok ako cislo x,t.j. prave vtedy,
ked bude platit: x =5q r &y = 5qi + r. Tato podmienka je vsak ekvi-
valentna s podmienkou x — 5q = y — 5qi. Upravou tejto rovnosti zistime,
ze §; a 'y patria do tej istej triedy prave vtedy, ked x —y = 5{q — qi) = 5¢,
t. j. prave vtedy, ked rozdiel x —y bude delitelny piatinii.

Predpokladajme teraz, ze Xi =Xz a yi —yz, t. j. ze X\—Xz = 5qi
ayi — Vi = 5qz. Scitanim tychto dvoch rovnosti a upravou vj*ledku dosta-
neme vztah {xi + ") — (xz + 2/2) = 5(gi + "2) — *g- Z toho vsak vyplyva,
ze cisla + yi a a2 + yz patria do tej istej zvyskovej triedy, t.j. ze

+ yi = ~2 + y2- Podobne odcitanim zistime, ze Xi —yi = Xz —yz-
Uvazujme teraz o rozdiele aiyi —Xzyz- Plati: xiyi — Xzyz = ("L —X2) yi +
+ a:2(yi — y2) = Sg-iyi + Xi?>qz = 5(giyi + Xzqz) = 5¢'. Z toho vsak vyply-
va, ze cisla a;iyi a Xzyz patria do tej istej zvyskovej triedy modulo 5.

Z poslednych vztahov vyplyva: Ak si zvolime nejake dve triedy x & y
a z nich vyberieme po jednom cisle, tak trieda, do ktorej patri sucet a siicin
vybranych cisel, nezavisi od toho ako sme tieto cisla vybrali, ale zavisi iba
od volby tried x a,y. Tento fakt nam dovol'uje na Zs definovat operacie nasle-
dujiicim sposobom:

1. scitanie @: x @ y — Xy pre lubovolne X, y e Zs;

2. nasobenie X Q y — xy pre lubovoliie x, y e Zs,

Z deiinicie operacie @ vyplyva, ze sucet zvyskovych tried ir a y je trieda,
do ktorej patri cislo x y. Podobne, sucin dvoch tried a vy je trieda,
do ktorej patri cislo xy. Aby sme si tieto operacie mohli lepsie predstavit,
zostavime si ich multiplikacne tabulky:

e 01 2 3 4 00 | 234
0 01 2 3 4 00 0000
I 12340 I 0 1 2 3 4
223401 2.0 2 4 1 3
3 3401 2 30 31 4 2
4 401 23 40 4 3 2
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Z tabuliek sa mozno presvedcit, ze obe operacie sii komutativne, ze majii
neutralne prvky (0 resp. 1). Z defimcie operacii O a O vyplyva, ze sii
asociativne. Skutocne: "©(Y©2= O (U+2) =g+ (y+5s) =
={x+y + N0 2=(«©y)02 a xQy)Oz=xy0z=
= {xy)z=x{yz) =xQpz—xQ (y Q z). (V oboch pnpadoch sme vyuzi-
vali iba definiciu pnslusnej operacie a asociativnosf scitania, resp. nasobenia
celych cisel.) Z prvej tabulky vidno, ze ku kazdemu prvku zo Z5 existuje
opacny prvok (vzhladom na operaciu O). Z druhej tabulky vidime, ze 0
nema inverzny prvok, ale vsetky ostatne ho uz maju. Z toho, co sme si tu
povedali vyplyva, ze (Z5, O) je grupa, ktorii nazyvame aditivhou grupou
zvyskovych tried modulo 5 a {Z5, Q) je monoid. Pomocou druhej tabulky
sa da zistit, ze nenulove prvky zo Z5 tvoria vzhl'adom na operaciu O (ziizenu
na tuto mnozinu) grupu (jej multiplikacna tabul'ka je vyciarkana). K tomuto
prikladu sa — vo vseobecnejsej forme — este vratime.

V nasledujucej vete urobime ,,reviziu®“ defimcie grupy. V definicii sme
ziadali aby operacia grupy mala jednotkovy prvok a aby ku kazdemu
prvku existoval inverzny prvok. Dokazeme, ze tieto podmienky mozno
zoslabit, a to tak, ze budeme ziadat iba jednostranny jednotkovy prvok
(napriklad l'avy) a iba jednostranny inverzny prvok (l'avy).

Veta 4. Pologrupa {G, .) je grupa prave vtedy, ked ma lavu jednotku
a ku kazdemu ae G existuje l'avy inverzny prvok.

Dokaz. Je zrejme, zekazda grupa spina obe podmienky vety. Obratene,
nech {G, .) je pologrupa, ktora spliia obe podmienky vety. Dokazeme, ze
{G, .) je grupa. Najskor dokazeme, ze lavy inverzny prvok a' k prvku
ae G ie aj jeho pravym inverznymprvkom, t. j. dokazeme, zeaa' = e,kdee
je lava jednotka z G. Kedze kazdy prvok z G ma Tavy inverzny prvok,
ma ho aj a° — oznacme ho a". Pocitajme: aa' — e{aa’) — {a"a") {aa") —
a"{a'a) a' = a"{ea’) — a"a' =e. Tym sme dokazali, ze axt! = e, teda a'
je aj pravym inverznym prvkom Kk prvku a. Teraz dokazeme, ze e je aj
pravou jednotkou pologrupy {G, .). Nech a®*G l'ubovolny prvok. Potom
ae = afa™a) = {aa~") a — ea = a. Tym je dokaz vety skonceny.

Pri dalsej vete, ktoru uvedieme, budeme predpokladaf, ze citatel' je
oboznameny s podmienkami existencie koreha vseobecnej linearnej rov-
nice ax = b. (Existencia koreha zavisi od cisel a a b). Teraz dokazeme,
ze kazda rovnica ax — b ma v grupe koreh. Pretoze nasobenie grupy je
vo vseobecnosti nekomutativne, ma zmysel hovorif aj o rovnici ya = h.

Veta 5. Nech [G, .) je grupa. Potom rovnice ax =h a ya=b maju
pre kazde a a b z G prave jeden koreh (v G).

Dokaz. Predpokladajme, ze rovnica ax = b ma v G koreh z. Potom vy-
nasobenim zlava rovnosti az ~ b prvkom a* dostaneme 2 = a~"b. Z toho
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vyplyva, ze ak uvedena rovnica ma v G koren, tak mm musi byt prvok
a~"h. O tom, ze tento prvok je skutocne korenom uvazovanej rovnice, sa
presvedcime dosademm. Koren rovnice ya = h najdeme anologicky. (Je nim
prvok ba~".)

Z predchadzajucej vety vyplyva, ze existencia korena rovmc ax = h
3, ya = b je nutnou podmienkou na to, aby pologrupa bola grupou. V nasle-
dujucej vete dokazeme, ze aj postacujucou.

Veta 6. Nech {G, .) je pologrupa, a nech pre kazde a, b E G maju rovnice
ax = baya = b'vG aspon jeden koren. Potom [G, .) je grupa.

Dokaz. Aby sme dokazali, ze {G, .) je grupa, treba dokazat, ze G ma
lavu jednotku a ze ku kazdemu prvku z G existuje lavy inverzny prvok.
Potom na zaklade vety 4 bude {G, .) grupou. Zvolme ceG pevne. Potom
rovnica yc = ¢ ma v G koren — oznacme ho e. (Plati ec = c.) Dokazeme,
ze koren e poslednej rovnice je lavou jednotkou pologrupy {G, .), t. j.
dokazeme, ze ed = d pre kazde de G. Kedze kazda rovnica tvaru ax — b
ma koren v G, ma ho aj rovnica cx = d.Z toho Virplyva, ze prvok d mozeme
vyjadrif v tvare d — ch. Pocitajme: ed = e{ch) = (ec) h = ch = d. (dosa-
dili sme namiesto d prvok ch, potom sme vyuzili asociativny zakon, dalej
rovnosf ec = c¢). Z posledneho vztahu vyplyva, ze ¢ je lava jednotka polo-
grupy {G, .). To, ze kazdy prvok ma Tavy inverzny prvok, vyplyva z toho,
ze rovnica xa = ¢ ma v G koren; tento koren je zrejme hladanym lavym
inverznym prvkom k prvku a. Tym je dokaz vety skonceny.

Teraz zavedieme dalsi pojem, a to mocninu prvku grupy. Analyzou
definicie mocniny zistime, ze po formalnej stranke je taka ista, ako defi-
mcia mocniny realneho cisla. Prirodzena mocnina a” prvku z grupy G
je definevana takto:

D' —a, ak. n—1;
ara = ouw-i prew > 1.

Ak % =0, tak =¢e; ak n je cele zaporne cislo, tak a” =
Z uvedenej definicie vyplyva, ze w-tu mocninu pre prirodzene n sme mohli
definovat uz v pologrupe, ale nie v grupoide, lebo v nej vyuzivame asociativ-
nost nasobenia.

Ak operaciu grupy oznacujeme znakom tak w-tu mocninu prvku a
grupy nazyvame n-ty nasobok a oznacujeme ho na. Definiciu celociselneho
nasobku prvku a grupy s operaciou + mozno pre prirodzene n formulovat
takto:

\a =aana—a-\-{h—1)a ak n>1

Pre w = 0 polozme Oa = 0, kde znak 0 na pravej strane uvedenej rov-
nosti je nulovy prvok (neutralny prvok) grupy. Ak n je cele zaporne cislo,
tak na — (—n) (—a), kde —a je opacny prvok k prvku a.
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Pre pocitaiiie s takto definovanou mocniiiou platia analogicke pravidla
ako pre mocniny realnych cisel. Indukciou sa da dokazat, ze pre prirodzene

cisla m a n plati a @)= Pravidlo (a6)” = plati
prave vtedy, ked ah — ha. Uvedene pravidla platia dokonca pre kazde
cele cisla m a, n. Dokazeme jedno z nich, napriklad, a”aP' — Ostatne

prenechame citatelovi ako cvicenie.
Dokaz urobime najskor pre m, nG N, a to indukciou vzhladom na m.

Ak m=1 tak a”a* =a"a = i podia definicie mocniny. Pred-
pokladajme, ze nas vztah plati pre vsetky k  m\ dokazeme, ze plati aj
pre k=m 1. Skutocne: a™a"+i = a”a’a= =a’+ i (naj-

skor sme vyuzili definiciu mocniny, potom indukcny predpoklad a opaf
definiciu mocniny). Predpokladajme teraz, ze aj m aj n su zaporne. Potom

ahaPh = (a-i)-" = + ™ Akm = —h,kdeO h n,
polozme k —n—h ~ 0. Potom = aata~" = aaMaM)~" =a", co
sme rnali dokazat. Ak m = —h, kde h> n, polozme k=—n h > 0.
Potom a™a™ = +* =

e co bolo treba dokazat. Ak by bolo m kladne a n

zaporne, postupovali by sme analogicky alebo by sme vyuzili to, co sme
uz dokazali. Tym je dokaz pravidla skonceny.

fialsou analogiou s realnymi cislami je tzv. pravidlo o krateni. Vieme,
ze V rovnosti medzi cislami mozeme kratit lubovolnym nenulovym cislom.
Kedze operacia grupy je vo vseobecnosti nekomutativna, mame dve pra-
vidla o krateni — lave a prave:

Z kazdej rovnosti ax — ay (xa = ya) medzi prvkami grupy vyplyva
rovnost x =y.

Skutocne, ak rovnost ax = ay vynasobime zlava inverznym prvkom
k prvku a, dostaneme pozadovanu rovnost. Prave pravidlo o krateni sa
dokaze analogicky.

Je prirodzene polozit si otazku (pO skusenostiach s rovnicami), ci platnost
oboch pravidiel o krateni nie je aj postacujiicou podmienkou na to, aby
pologrupa bola grupou. Nasledujuci priklad ukazuje, ze tomu tak nie je.
V monoide {N, .), ktory nie je grupou (napr. k cislu 2 neexistuje v N
inverzny prvok vzhladom na nasobenie), plati pravidlo o krateni.

Cvicenia

21. Zistite, ktora z naledujucich algebraickych struktiir je grupou, a ktora je iba
monoidom, pn'padne iba pologrupou: {N, .), {N, -f), {Z, +), {Z-, {z, ), (Q+, -T),
{Q+ ). {Qo. +), Qo.  {R, ), {R, +), {Ro, +), Ro, *), (C, ), (Co, ), (C,.).

22. Na mno”tine A = {a, b, ¢, d} definujte operaciu O pomocou multiplikacnej ta-
bulky tak, aby (A, D)

a) bol grupoid a nebola pologrupa;

b) bola pologrupa a iiebol monoid;
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¢) bol monoid a nebola grupa;

d) bola grupa.

23. Nech 27 je mnozina v8etkych podmnoXm mnoiiny A. Doka’Mte, ie 2~ je grupa
vzhladom na operaciu symetricka diferencia.

24. Zostavte multiplikacmi tabulku operacie symetricka diferencia pre mno”inu
A ={a, b, c}.

00
25. Nech K = k3 Kn, kde Kn je mnozina vsetkych odmocnin z 1. Doka”te, ze R
n=I
s operaciou nasobenia je komutatiVna grupa.
26. Nech M — {1, 2, S}. Permutaciou mnoziny M rozumieme ktorukolvek z nasledu-
jiicich bijekcii na mno”~ine M:

/12 3\ ~ A2 KX .
\P23 ™ousz2 N
\
NN\— Al
—I/é %f] ° 312
Dokazto, ze mnozina S3 = {71, 712, "3, "4, s operaciou skladania zobrazeni,

je grupa. Je komutativna? Zostavte multiplikacmi tabulku operacie tejto grupy.
27. Rieste rovnice 713X = JI4 g, yiiz = 714 . {nz, 714 majii ten isty vyznam ako v pred-
chadzajucom cviceni).
28. Nech A = {a, b, ¢}. Pomocou multiplikacnej tabulky z cvicenia 24 vyrieste
rovnicu {a, b) — x — {b, c}.

29. Dokazte, 2e pre kazde cele cisla man haidy prvok a grupy plati = o"+"*,
30. Nech prvky a, b z grupy G komutujii, t. j. nech ab = ba. Dokazte, 2e pre ka’de
cele cislo n plati: (a6)” = (Navod: Najskor dokazte — indukciou — ze vzfah

plati pre vsetky prirodzene cisla.)
31 Dokazte, ze kazdd konecna pologrupa, v ktorej platia obe pravidla o krateni,
je grupa.

32. Najdite priklad pologrupy s lavou jednotkou, v ktorej bude mat ka”dy prvok
pravy inverzny prvok a ktora nebude grupou.

33. Nech Xi, X2, ..., Xn(n ~ 2) su lubovolne prvky z grupy G. Dokazte, ie plati:
{X1X2 ... Xu)~" = 7n' eee X~"X~N,

5. Grupy zvy8kovych tried

V tomto odseku sa vratime k prikladu 13. Nech Z je mnozina vsetkych
celych cisel a > 1. Ak cele cislo m delime cislom n, tak dostaneme tzv.
neuplny podiel q a zvysok r (g a r sii cele cisla), pricom plati

m = nq r, 0 r <n.

Tymito dvoma podmienkami su cisla ¢- a r jednoznacne urcene. Vsetkych
moznych zvyskov je n\ sii nimi cisla 0, 1, 2, ..., n— 1. Mnozinu vsetkych
celych cisel, ktore po deleni cislom n daju ten isty zvysok r, budeme nazyvat
zvyskovou triedou modulo n. Zvyskovych tried modulo n je prave tolko,
kol'ko je zvyskov po deleni cislom — teda n. Kedze kazde cele cislo patri
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prave do jednej triedy modulo n (zvysok je urceny jednoznacne), mame
mnozinu Z rozlozenu na n navzajom disjunktnych mnozin. Triedu urcenu
cislom m (t. . triedu, do ktorej patri cislo m) budeme oznacovat m a mnozinu
vsetkych zvyskovych tried modulo n znakom Zn. Nech m a p su nejake
cele cisla. Triedy m a p budd totozn” prave vtedy, ked ich zvysky po deleni
cislom 71 budu rovnake, t. j. prdve vtedy, ked bude platit m =qgn ™ r
a p=0g™'n--r. Tdto podmienka je vsak ekvivalentna s podmienkoii
m —ng = p — ngi. 'dpravou tejto rovnosti zistime, ze m= p prave vtedy,
ked m—p =n{g—aqi) =n.q", t. j. prave vtedy, ked rozdiel m—p
je delitelny cislom n.

Predpokladajme, ze mi — mi a pi =pi, t. j. z2 mi—mi —ngi a
Pi —P2 = ngz2= Scitanim tychto dvoch rovnosti a upravou dostaneme
nil  Pi— [mi 4- pi) = n{gi + qi) = ng. Z tohto vsak vyplyva, ze cisla
mi + Pi a m2 + P2 patria do tej istej triedy modulo n, t. j. ze mi -f pi =
= m2 + P2+ Uvazujme teraz o rozdiele mipi — mipi. Pretoze mipi —
— mipi = (Mi — mi) Pi + mi (pi — pi) = nqipi + miugi = n{qipi +
+ migi) = nqg, cisla mipi a mipi urcuju tii istu triedu modulo n.

Z poslednych dvoch vysledkov vyplyva: Ak zvolime nejake dve triedy
X a y (modulo n) a z nich vyberieme po jednom cisle, ktore nazyvame
reprezentantami tychto tried, tak triedy, do ktorych patria sucet a sucin
reprezentantov, nezavisi od ich volby, ale zavisi iba od volby tried x g .
Tato skutocnost nam dovoluje definevat na dve operacie:

scitanie O x sy — x v,

nasobenie Q: x.y = xy,
pre Tubovolne X, y E Zn-

Z definicie operacie @ vyplyva, ze sucet zvyskovych tried x ay trieda,
do ktorej patri cislo x y. Podobne sucin tried a " je trieda, do ktorej
patri cislo xy.

Pretoze scitanie a nasobenie celych cisel su komutativne operacie,
tak aj operacie O a O na  su komutativne. Obe operacie maju neutralne
prvky. Neutralnym prvkom operacie O je 0 a neutralnym prvkom operacie
Ojel. Kedze (@+y)+2=a+ (y+12) a {xy)z—x{yz) (pre vsetky
X,Y,ZE Z), cislag; + y + 2aa; + y + 2 urcuju tie iste triedy. To iste plati aj
o cislach {xy)z a a;(yz). Z toho vsak vyplyva, ze operacie O a Q su asocia-
tivne. Tym sme dokazali, ze {Zn, O) a {Zn, G) su komutativhe monoidy.

Monoid {Zn, O) je vsak komutativhou grupou, pretoze X -J-----x = a. +

4-----X = 0. (Ku kazdej triede XE Zn existuje opacna trieda, a to —x.)

Predpokladajme, ze n je prvocislo am 700, p 0 su nejake triedy zo
Zn. Potom aj trieda mp = m Qp 7" 0. Skutocne. Ak by sa mp = 0, tak
n I mp. Pretoze n je prvocislo, n [ m alebo n|p, teda m == 0 alebo p = 0.
To je vsak spor s vyberom tried m a p. Z toho vsak vyplyva, ze operaciu O
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mozno zuzit na {Z* = {1, 2, Nn— 1}. (Ak n nie je prvocislo, tak to ne-
mozno urobit — preco?) Teda (Z+, Q) je komutativny monoid. Dokazeme,
ze je grupou. Aby sme to dokazali, treba ukazat, ze ku kazdemu prvku
meZ:” existuje inverzny prvok (vzhladom na operaciu O)- Ak meZ~™,
tak najvacsi spolocny deliteT {m, n) eisel m a w sa rovna 1 (eislo n ma iba
dva delitele —ato 1 a %), t. j. 1 = mp + ng. Z poslednej rovnosti vyplyva,
ze cisla 1 a mp + nq patria do tej istej triedy, a to do triedy I. Ale trieda
mp + nq je totozna s triedou \ = m Q p (vyuzili sme definiciu operacie
@ a 0). Z tejto rovnosti vyplyva, ze p je inverznym prvkom k prvku m.
Tym je dokazane, ze (Z+, O) je komutativna grupa.

Poznamka. Dokaz posledneho tvrdenia nie je celkom korektny. Neko-
rektnost dokazu spociva v tom, ze sme v nom vyuzivali aj definiciu
operacie @.

Je zrejme, ze trieda urcena prvkom x podia modulu n je ina ako mnozina
urcena tym istym cislom x podia modulu m (m 7" % sii prirodzene cisla).
Nech napriklad % =3 a m — 5. Potom triedy modulo 3 sii mnoziny:
0={0,3 —3,6—6 .3 ={3kgzZ} | ={1,—24,—5, ..} = {3yt + 1;
kez}; 2 ={2, —1, 5, —4, 8, —7, ..} = {3k + 2; kGZ}. Naproti tomu
triedami modulo 5 su mnoziny: 0 = {0, 5, —5, 10, —10, ...} = {5k; ke Z],
I ={1,—4,6,—9, 11,-14, .} ={>" + 1, AgZ},2 = (2,—3, 7, —8, 12,
—13, ..} = A + 2; keZ},3 = (3, —2, 8, —7, 13, —12, ..}:={bk f 3;
kez}, IN{A, -1,9, —6, 14, -11, ..] =" {6k A; ke 2).
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