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5. Suvislost' V grafe. Komponenty grafu. Rezy

Uvazujme graf, ktoreho vrcholmi su vsetky obce v urcitej krajine
a ktoreho hranami su vsetky hradske (t. j. udrziavane cesty zjazdne pre
auta) medzi tymito obcami. Potom kazde cestovanie automobilom po tejto
krajine mozeme popisat tak, ze vymenujeme vsetky navstivene obce
a pouzite hradske v takom poradi, ako sme ich precestovali, v tvare konec-
nej postupnosti typu (obec, hradska, obec, hradska, obec, obec). Mate-
matickym vyjadrenim takehoto cestovania je pojem sledu.

Sledom v grafe G = {V, H, I) rozumieme kazdii postupnost tvaru

S = {vo, hi, vi, hi, vi, ..., Vn),

kde n je cele nezaporne cislo, Vg, Vi, Vi, — - su vrcholy grafu G (nemusia
byt navzajom rozne), hi, hi, ..., hn su (opat nie nevyhnutne rozne) hrany
grafu Gaprei = 1,2, ...,n plati: Vi_i a vi su oba konce hrany hi. Vrchol Vq
nazyvame zaciatkom sledu S, vrchol Vn koncom sledu S. Pre zaciatok
a koniec sledu S budeme pouzivat aj spolocny nazov kraj sledu :S. Cislo n
nazyvame dlzkou sledu S. Sledy dlzky 1 maju tvar {vq, hi, Vi); sledy
dizky 0 majii tvar (t"), t. j. su tvorene jedinym vrcholom (dali by sa pri-
rovnat k takemu ,,cestovaniu®, pri ktorom sa nepohneme z miesta napr.
pre poruchu vozidla).

Priklad 9. V grafe, ktoreho diagram je na obr. 16, je sledom dlzky 5
konecna postupnost (10, j, 2, h, 6, b, 2,j, 10, /, 6). Vrcholy 10 a 6 su krajmi
tohto sledu.

Cvicenie 20. V grafe z obr. 16 najdite vsetky sledy dlzky 3 so zaciatkom
VO vrchole 1.

Ak sled § rna zaciatok u a koniec v, hovorime, ze sled 8 zaclna vo
vrchole u a konci vo vrchole v, alebo tiez, ze sled 8 spaja vrcholy way;
sled 8 vtedy nazyvame sledom medziway, alebo strucne u—v sledom.

Priklad 10. Labyrintu (bludistu) mozeme priradit graf, ktoreho vrcholmi
siil, vyznacne miesta labyrintu (napr. krizovatky a konce chodieb, vychody
z labyrintu a pod.), hranami su chodby labyrintu. Pre osobu nachadzajucu



sa V labyrinte uloha dostat sa z neho von znamena vlastne v grafe labyrintu
najst sled, ktory zacina v jeho stanovisti a konci v niektorom z vychodov.

Medzi dvoma vrcholmi v danom grafe nemusi existovaf ani jeden sled,
alebo ich moze existovaf niekoTko. Budeme hovorif, ze vrchol u suvisi
s vrcholom v v grafe G, ak graf G ma aspon jeden u—v sled. V opachom
pripade budeme hovorif, ze vrchol u nesiivisi s vrcholom v (v grafe G).

Obr. 16. Nesuvisly graf

Lahko sa zisti, ze pre l'ubovolne vrcholy u, v a w daneho grafu plati:

(5) u suvisi s u; A
(6) ak u suvisi s v, tak v suvisi s u;
(7) ak u suvisi s v a v suvisi s w, tak u suvisi s w.

Cvicenie 21. Zistite, ktore z nasledujucich tvrdeni platia pre rubovolne
vrcholy u, v, X, y lubovolneho grafu:

(8) ak u nesiivisi s v, tak v nesiivisi s w;
(9) ak M nesiivisi s a v nesiivisi s x, tak u nesiivisi s X;
(10) ak u siivisi s v, v siivisi s a: a & siivisi s y, tak u siivisi s v.

Vlastnost (6) ukazuje, ze pri livahach o tom, ci vrchol u siivisi s vrcholom
V, nezalezi na poradi tyehto vrcholov. Mozeme teda hovorit jednoducho,
ze vrcholy u a v (navzajom) siivisia.

Moze sa stat, ze v danom grafe lubovolne dva vrcholy siivisia. V tom
pripade tento graf nazyvame siivislym; v opacnom pripade nesiivislym.

Hlbsi pohlad na pojem siivislosti nam umozhuje pojem komponentu.
Majme dany vrchol v v grafe G. Komponentom grafu G patriacim
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k vrcholu v nazyvame podgraf  grafu G, ktory je indukovany mnozinou
vsetkych vrcholov, ktore v grafe G suvisia s vrcholom v.

Cvicenie 22. Kolko komponentov ma graf z ohr. 16"
Lahko sa dokazu nasledujuce tvrdenia:

(11) Dva komponenty grafu sii bud totozne, alebo nemajii ziaden spo-
locny prvok.

(12) Kazdy komponent grafu je suvisly graf.

(13) Kazdy komponent je maximalny suvisly podgraf daneho grafu
(maximalny v tom zmysle, ze uz nemozno k nemu pridat ziaden vrchol ani
hranu daneho grafu bez toho, ze by graf prestal byt siivislym).

(14) Graf nema ziaden komponent prave vtedy, ked je prazdny.

(15) Neprazdny graf je suvisly prave vtedy, ked ma jediny komponent.

(16) Grafje nesiivisly prave vtedy, ked ma aspoh dva rozne komponenty.

Priklad 11. Na ohr. 17 je diagram suvisleho grafu, ktoreho vrcholy
predstavuju obce obsadene nepriatelskym vojskom, hrany znamenaju
komunikacie medzi nimi. Partizani dostali rozkaz prerusit spojenie medzi
jednotkami umiestnenymi v obciachp a r. Mozu to urobit roznymi sposobmi:
obsadenim niektorych obci (co je vsak pomerne tazke) alebo poskodenim
niektorych komunikacii. Stacilo by napr. znicit komunikaciu i; to je vsak
most cez rieku, a ten je dobre strazeny. Preto treba dat prednost inym
variantom: napr. poskodeniu komunikacii g & h alebo komunikacii a,e a/.
Do livahy pripada aj poskodenie hradskych a, h, ¢ & d. Sii to sice az styri
komunikacie, ale ak sa, povedzme, nachadzaju v lesnatom terene, v blizkosti
siistredenia partizanskych sil, moze b} tento variant najvyhodnejsi.

Pokusme sa teraz matematizovat uvedenu situaciu. Preruseniu spojenia
medzi obcami bude tu odpovedat matematicky pojem rezu.

Nech je dany suvisly graf G = {V, H, I). Mnozinu H' C H bran grafu G
nazyvame hranovym rezom grafu G, ak plati:

(17) po vynechani vsetkych hran mnoziny H' z grafu G vznikne nesu-
visly graf;

(18) pre kazdii hranu he H' plati: po vynechani vsetkych hran mnoziny
H' okrem h z grafu G vznikne suvisly graf.



Analogicky sa definuje vrcholovy rez grafu s tym rozdielom, ze
s kazdym vrcholom musime z grafu vynechaf aj vsetky hrany s mm inci-
dentne (keby sme to neurobili, niektorym hranam by chybal jeden alebo
obidva konce).

Napriklad v grafe, ktoreho diagram je na obr. 17, su hranovymi rezmi
mnoziny {a, h, ¢, d], {a, e, f}, {9, h}, {i} atd. Prikladmi vrcholovych rezov sii
mnoziny {x, y, z\, {u, v], [w], atd.

Ak sa hranovy rez sklada z jedinej hrany, tato hrana sa hazyva mostom
grafu. Ak sa vrcholovy rez sklada z jedineho vrchola, tento vrchol sa nazyva
artikulaciou grafu. Graf z obr. 17 ma most i a artikulacie s, t a w.

6. Druhy sledov. Metrika suvisleho grafu

V predoslej kapitole sme videli, ze pojem sledu je matematickym vyjadre-
nim pojmu cestovania, znameho z kazdodenneho zivota. Pravda, jestvuju
rozne druhy cestovania, napr. podia toho, ci sa vraciame do toho mesta,
z ktoreho sme vysli, ci navstivime niektore oboe viackrat, ci pouzijeme tu
istu hradskii viac razy (v tom istom alebo v opachom smere) a podobne.
Preto je prirodzene, ze rozoznavame aj rozne druhy sledov.

Sled nazyvame uzavrety alebo otvoreny podia toho, ci sa jeho zacia-
tok rovna koncu alebo nie. Sled sa nazyva tahom, ak sa v horn ziadna
hrana nevyskytuje viac nez raz.

Gvicenie 23. Vysetrite, kolko ma grafz obr. 16 a) tahov dizky 0; b) tahov
dizky 1; c) tahov dizky 2; d) tahov dizky 3; e) tahov dizky vacsej nez 3;
f) uzavretyeh tahov; g) otvorenych tahov.

2 3 I,
Obr. 18. Cesty di”*ky 0 4

Obr. 19. Kniziiice dizky 1 az 5

Sled sa nazyva cestou, ak sa v horn ziaden vrchol (a teda ani ziadna
hrana) nevyskyduje viac nez raz. Ak je u—v sled tahom (resp. cestou),
nazyvame ho tiez u—v tah (resp. u—v cesta). Na obr.  su schematicky
znazornene cesty dizky 0, 1, 2, 3 a 4.
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Ak k u—v ceste C dlzky n pridame hranu h, ktora sa nevyskytuje
V ceste C a ktora spaja vrchol v s vrcholom u (a, samozrejme, pridame este
znova vrchol u), dostaneme uzavrety u—u sled dlzky n ktory sa
nazyva kruznica (pripadne u—u kruznica). Kruznice dlzky 1 az 5 su
schematicky znazornene na ohr. 19.

Je zrejme, ze obycajne grafy (t. j. grafy bez sluciek a nasobnych
hran) nemozu obsahovat kruznice dizky 1 ani 2. Taketo su napr. grafy
z ohr. 16 a 17.

Casto je vyhodne nehovorit o kruzniciach ako o konecnych postup-
nostiach, ale o podgrafoch, ktore su vytvorene jej prvkami. Taketo pod-
grafy nazyvame mnohouholniky, presnejsie aj %-uholniky, ak vznikli
z kruznice dlzky n. Napr. je prirodzenejsie povedat, ze graf z ohr. 17 ma
dva trojuholniky, nez ze ma 12 kruznic dizky 3 (kazdemu trojuholniku
totiz zodpoveda 6 kruznic dlzky 3, podia toho, v ktorom vrchole zacneme
a ktorym smerom budeme obiehat). Podobne podgraf vytvoreny prvkami
cesty (dizky n) sa niekedy nazyva had (dlzky n).

Graf znazorneny na ohr. 17 obsahuje uzavrety sled {q, /, I, f, g, c, ni, j,
s,j, m, k, n,d,q d n,d g dlzky 9. Ak z tohto sledu vhodne vynechame
12 clenov (6 vrcholov a 6 hran), dostaneme sled {g, ¢, m, k, n, d, q), ktory
je kruznicou dizky 3. Nasledujuca lema ukazuje, ze kruznica neparnej
dizky je takto ,,ukryta“ v kazdom uzavretom slede neparnej dlzky.

Lema 3. Z kazdeho uzavreteho sledu neparnej dlzky, ktory nie je kruz-
nicou, mozno vynechanim isteho poctu clenov utvorit kruznicu neparnej
dizky.

Dokaz. Nech je S = {uq, Jiy, Ui, hz, Uz, ..., hn?i, Un-i, hn, Un = Uq)
uzavrety sled neparnej dlzky. Ak S nie je kruznicou, niektore z vrcholov

Ug, Ui, Uz, ..., Un-\ sa rovnaju. Nech m — Uj, kde — 1
,,Roztrhnime* sled 8 na dva uzavrete sledy: 8i = {ut, tti+i, ..., Uj_i,
hj, Uj — Ut)! Sz — {Uj, =1 hfi, 'ILtf = Ug, hi, Ui, ..., Ui_i, hi,
Ui = Uj).

Kedze sled 8 mal neparnu dlzku, zrejme prave jeden zo sledov 8i a 8z
ma neparnu dlzku; s tymto sledom opakujeme uvedeny postup atd'., az
kym nedostaneme kruznicu (tento proces musi po konecnom pocte krokov
skoncit, lebo dlzky uzavretych sledov sa neustale zmensuju).

Cvicenie 24. Mozno utvorit kruznicu vynechanim niektorycli clenov
z kazMeho uzavreteho a) sledu; b) tabu?

Majme dany graf a v horn dva vrcholy u g v, ktore suvisia. Vrcholy u av
mozu byt spojene mnohymi roznymi sledmi, pripadne aj sledmi roznej
dizky. Najmensiu z tychto dizok nazyvame vzdialenostou vrcholov
UAV A oznacujeme znakom q{u, v). Ak u av nesiivisia, hovorime, ze vrcholy
u A V majii nekonecnu vzdialenost a piseme g{u, v) = co.



Cvicenie 25. Dokazte, ze ak vrcholy uav suvisia, tak u—v sled najmensej
dizky je cestou.
Eahko sa zisti, ze v suvislom grafe pre lubovol'ne vrcholy u, v a w plati:

(19) q{u, v) ™ 0. Pritom gfu, v» — 0 prave vtedy, ked u F1 v.
20y afu, v) = a{v, u).
(21) af{u, v) ~ a{u, w) + gfiv, v) (tzv. trojuholmkova nerovnost).

Vidno, ze funkcia g (dvoch premennych u, v) ma podobne vlastnosti ako
vzdialenosf v rovine, ci v priestore. Hovorime, ze q je metrika v danom
suvislom grafe G, alebo ze vrcholova mnozina V grafu G spolu s funkciou g
tvoria metricky priestor. Zvlastnosfou tohto metrickeho priestoru je fakt,
ze vsetky vzdialenosti su celymi (nezapornymi) cislami.

7. Eulerovske tahy

Ak mame dany graf, moze sa staf, ze v nom existuje tab, ktory obsahuje
vsetky prvky (vrcholy i hrany) grafu. Takyto tab sa nazyva eulerovsky.
Eulerovsky fab moze byf otvoreny alebo uzavrety. Graf, ktory ma uzavrety
eulerovsky fab, sa nazyva eulerovsky graf.

Uvedene pojmy dostali svoje mena podia slavneho matematika 18. sto-
rocia Leonharda Eulera, ktory sa nimi zaoberal r. 1736, a tak fakticky
napisal prvu pracu z teorie grafov.

Impulzom pre Eulerove vyskumy bola v tomto pripade uloha zo zabavnej
matematiky, a to znama uloha o 7 mostoch mesta Kralovca (dnesneho
Kaliningradu). Za Eulerovych cias bolo v Kralovci 7 mostov a, h, ¢, d, e,
f, g, ktore spajali brehy x, z rieky Pregel a dva ostrovyy, v na tejto rieke,
ako je to naznacene na obr. 20. Bolo treba zistif, ci mozno prejsf vsetky
mosty, jeden po druhom tak, aby sa cez ziaden neslo viackrat.

Obr. 21. Graf k ulohe o 7 mostoch

Nie je prekvapujuce, ze pri rieseni tejto ulohy moze byf uzitocny graf
{ohr. 21), ktoreho vrcholmi su jednotlive casti mesta a ktoreho hranami
su mosty ich spajajiice.

Labko si overime, ze nasa uloha je ekvivalentna s ulohou najsf v grafe
z ohr. 21 fab, ktory obsahuje vsetkych 7 bran grafu, t. j. eulerovsky fab.
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Ak sa V ulohe pozaduje, aby sa prechadzka skoncila na tom istom mieste,
kde sa zacala, musime hl'adat uzavrety eulerovsky tab.

Vznika otazka, ako zistit, ci graf ma (uzavrety resp. otvoreny) eulerovsky
tall. Odpoved podavaju nasledujuce teoremy 3 a 4. Najprv si vsak uvedieme
dve lemy, ktore nam budu uzitocne pri dokazoch tychto teorem. Lema 4
je zalozena na tom, ze ak uzavrety tab precbadza niektorym vrcbolom
viackrat, tak kolkokrat do tohto vrchola vojde, toTkokrat musi z neho
vyjst. Poznamenajme, ze pojem ,,neslucka”“ oznacuje hranu, ktora nie je
sluckou.

Lema 4. Nech je S uzavrety tab grafu 0. Potom pre lubovol'ny vrcbol
v grafu G plati: v tabu S existuje parny pocet nesluciek incidentnych
s vrcholom v.

DdJcaz. Ak tab S obsabuje slucky, utvorme z S novy tab S' tak, ze
vynechame z S vsetky usporiadane dvojice {hi, vt), kde hi je slucka a Vi je
vrcbol v S bezprostrediie nasledujuci za ni. Tym dostaneme novy uzavrety
tab 8' bez sluciek. Nech je v l'ubovol'ny vrcbol grafu G. Oznacme znakom H
pocet bran tabu S*(t. j. pocet nesluciek tabu S) incidentnycb s vrcbolom v
a znakom V oznacme pocet vyskytov vrchola v v tabu S'. Rozoznavajme
tri pripady:

1. V nepatri do S'. Potom H = 0.

2. v patri do S', ale nie je krajom tabu S'. Kazda z H uvazovanych bran
sa vyskytuje v S' bud bezprostredne pred v, bud bezprostredne za v.
Obratene, kazda z bran, ktore v tabu S' susedia s vrcbolom v, je incidentna
s v. Kedze S' neobsahuje slucky, tieto hrany su navzajom rozne. Preto
plati ™ = 2F.

3. V ]e krajom tabu S'. V tonito pripade vrcbol v pri prvom a poslednom
vyskyte v S' susedi len s jednou z H uvazovanych bran, preto H = 2V — 2.

Vo vsetkych troch pripadoch sme dostali parny pocet H, cim je lema
dokazana.

Lema 5. Nech je T otvoreny tab grafu H. Potom pre lubovolny vrcbol
V grafu H plati: V tabu T existuje neparny pocet nesluciek incidentnychb
s vrcholom v prave vtedy, ked v je krajom tabu T.

Dokaz. Nech T = {u = wo, hi, Ui, ..., un = w) je otvoreny u—w tab
grafu H. Pridajme ku grafu H novii hranu h spojujiicu vrcholy u a w.
Vznikne novy graf G. Konecna postupnost S = {ug, hi, Ui, ..., Un, h, Ug)
je uzavretym tahom grafu G. Podia lemy 4 pre lubovolny vrcbol v grafu G
plati: V tabu S existuje parny pocet nesluciek incidentnycb s vrcbolom v.
Ak V nie je krajom tabu T, ten isty — teda parny — pocet nesluciek inci-
dentnych s vrcholom v bude obsahovat aj tab T. Ak vsak v je krajom tabu
T, bude T obsahovat o jednu neslucku h menej, teda neparny pocet nesluciek
incidentnycb s vrcbolom v. Lema je dokazana.
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V nasledujucej teoreme treba dokazat, ze uvedene tri tvrdenia sii ekvi-
valentne, t. j. ak plati jedno z nich, tak platia vsetky ostatne. Lahko sa
nahliadne, ze staci, ked dokazeme, ze z (22) vyplyva (24), z (24) vyplyva (23)
a z (23) vyplyva (22).

Teorema 3. Nech je dany graf a v nom vrchol v a hrana h incidentna s v.
Nasledujuce tri tvrdenia sii ekvivalentne:

(22) G je eulerovsky graf;

(23) G je konecny suvisly graf, v ktorom vsetky vrcholy majii parny
stupen;

(24) G ma uzavrety eulerovsky tab tvaru {v, h, V).

Dokaz. . Dokazeme, ze z (22) vyplyva (24). Kedze G je eulerovsky graf,
V G existuje uzavrety eulerovsky tab

S = {Vo, hi, Vi, h2, Vz, ..., Vn-i, hn, Vn = Vq).

I'ab 8 obsabuje vsetky hrany grafu G, teda aj hranu h. Nech h — hi,
kde I ~ i ~ n. Vrcholy Vi_i a vi sii oba konce hrany h. Rozoznavajme dva
pripady:

(@) v = vi_i. Potom ¢vi_i, hi, vi, ..., vn-i, hn, % = va, hi, Vi, ..., Vi_i)
je hl'adany uzavrety eulerovsky tah, lebo Vi_i = v, hi = h.

(b) vV = Vi. Potom {vi,hi, Vi_i,hi_i,Vi_z, ..., Vi,hi, Vg = Vn,hn, Vn-\,

Vi)  hladany tah.

Il. Dokazeme, ze z (24) vyplyva (23). Nech ma G uzavrety eulerovsky
tah 8 ={v\g =V, hi =h, Vi, hz, Vz, ..., %_i, hn, Vn =v). Zrejme G je
konecny suvisly graf. Treba ukazat, ze lubovolny vrchol u grafu G ma
parny stupen. Nech M (resp. N) je pocet sluciek (resp. nesluciek) grafu G
incidentnych s u. Podia definicie stupen vrchola u sa rovna cislu 2ilf + N.
Kedze vsetky hrany grafu G buy 8, 7. lemy 4 Virplyva, ze N je parne cislo,
takze aj stupen vrchola w je parny.

I11. Dokazeme, ze z (23) vyplyva (22). Nech je G konecny suvisly graf,
v ktorom vsetky vrcholy maju parny stupen. Nech T = {vq, hi, Vi, hz,
V=, ..., Vn-\, hn, Vn) je jeden z tahov najvacsej dizky (t. j. obsahujucich
najvacsi pocet hran) grafu G. Dokazeme, ze T je uzavrety tah a ze T
obsahuje vsetky hrany grafu G.

Keby T bol otvoreny tah s krajmi vga Vn, podia lemy 5 by T obsahoval
neparny pocet nesluciek incidentnych s vq. Kedze stupen vrchola vq je
parny, existovala by aspoh jedna neslucka h incidentna s Vo a nepatriaca
do T, Nech je u druhy koniec hrany h. Potom {u,h, VQ,hi, Vi,h2, Vz, ..., Vn)
by bol tahom vacsej dizky nez dlzka tahu T, co je spor. Teda tah T musi
byt uzavrety.

Nech existuje hrana g, ktora nepatri do T. Nech v a w sii konce hrany g.
Nech Ui je jeden z vrcholov tahu T, ktore maju najmensiu vzdialenost m
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od vrchola v. Ak m ™ 1, nech {xqg = Ui, gi, Xx, gi, Xz, —V) je

najkratsi sled (cesta) z ut do v. Potom {ui, Un — Uq, hx, Ui,
hi, Ui, Ui, gx, Xx, gi, Xi, ..., Xm) je fah dizky vacsej nez dizka fahu T,
CO je spor.

Ak m = 0, tak vrchol v = ui lezi na fahu T. Potom {ut, hi_ x Ui*x ...,
Un = Uq, hx, Ux, hi, Ui, ..., Ui —V, g, w) je tah, ktory ma dlzku vacsiu nez
mal tah T, co je opat spor.

Teorema je dokazana.

Cvidenie 26. Predpoklady teoremy 3 pozaduju, aby graf G mal aspoh jeden
vrchol a jednu hranu. Zistite, ci podmienky (22) a (23) su ekvivalentne,
ak: a) O je prazdny graf; b) G nema ziadne hrany, ale ma aspoh jeden
vrchol

Teorema 4. Nech je H graf a u, v jeho dva rozne vrcholy. Ekvivalentne
sii tieto dve tvrdenia:

(25) Graf H ma otvoreny eulerovsky u—v fah.
(26) H je konecny siivisly graf, v ktorom vrcholy u a v maju neparny
stupeh a vsetky ostatne vrcholy maju parny stupeh.

Dokaz. Utvorme z grafu H graf G, a to tak, ze pridame k nemu novu
hranu h s koncami u a v.

I. Predpokladajme, ze v H existuje otvoreny eulerovsky tah [u = Vg, hx,
Vx, hi, Vi, Vn-i, hn, Vn = v). Potom v G existuje uzavrety eulerovsky
tah (wo, hx, Vx, hi, Vi, ..., w™i, hn, %, h, vq). Podia teoremy 3 vsetky
vrcholy v G maju parny stupeh. Preto vsetky vrcholy v H okrem u a v
maju parny stupeh a vrcholy u a v maju v H neparny stupeh.

Il. Predpokladajme, ze plati (26). Preto vsetky vrcholy v G maju parny
stupeh. Zrejme G je konecny suvisly graf. Podia teoremy 3 G ma uzavrety
eulerovsky tah tvaru {v, h, Uq, gx, Ux gi, Ui, un™x, gn, Un = v). Zrejme
Ug = u. Preto H ma otvoreny eulerovsky tah {ug = u, gx, Ux gi, Ui, ...,
Mn-i> gn, Un = v).

Teorema je dokazana.

Teraz sa mozeme vratit k nasej ulohe o 7 kraloveckych mostoch. Glohu
sme redukovali na problem, ci graf z obr. 21 ma eulerovsky tah. Vidime,
ze tento graf ma vsetky 4 vrcholy neparneho stupha. Podia teoremy 3
nema uzavrety eulerovsky tah; podia teoremy 4 nema ani otvoreny eule-
rovsky tah. Preto je uloha o kraloveckych mostoch neriesitelna.

Vsimnime si, ze ak graf ma eulerovsky tah, to vlastne znamena, ze jeho
diagram mozno nakreslit jedinym tahom (pera alebo ceruzky). Preto
teoremy 3 a 4 mozno pouzit aj na riesenie uloh o nakresleni obrazkov
jednym tahom (pritom nie je dovolene ist po tej istej ciare dvakrat). Stacf
obrazky povazovat za diagramy grafov.
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Cvicenie 27. Ktore z litvarov z ohr. 22 mozno nakreslit jedinym a) otvore-
nym tahom; b) uzavretym tahom?

N = D E F

Obr. 22. llustracia k cviceniu 27

Videli sme, ze nie kazdy diagram grafu mozno nakreslif. jednj'm tahom.
Vznika preto otazka, kedy mozno dany diagram nakreslif dvoma alebo
troma fahmi a pod. Pritom tieto fahy mozu mat spolocne vrcholy, ale
nesmu mat spolocne hrany. Miesto toho, ze diagram grafu kreslime pomocou
fahov, budeme tiez hovorif, ze graf rozkladame na tieto fahy. Eahko
zistime, ze graf z ohr. 21 mozno rozlozif na dva otvorene fahy. Vseobecne
tvrdenie vyslovil r. 1848 J. B. Listing a dokazal ho r. 1882 E. Lucas:
Nech konecny suvisly graf G ma prave 2p (pricom p je prirodzene cislo)
vrcholov neparneho stupha. Potom graf G mozno rozlozif na p otvorenych
fahov a nemozno ho rozlozif na mensi pocet fahov. (Pripomehme si, ze
podl'a dosledku 2 teoremy 1 kazdy konecny graf ma parny pocet vrcholov
neparneho stupha.) Listingovo tvrdenie mozno dokazaf podobnou metodou
ako teoremu 4 (vhodnym doplnenim grafu p novymi hranami na eulerovsky
graf a pouzitim teoremy 3).

Cvidenie 28. Zistite, na aky najmensi pocet fahov mozno rozlozif konecny
graf, ktory ma prave 2p vrcholov neparneho stupha a prave r komponentov
neobsahujucich vrcholy neparneho stupha.

Cvidenie 29. Zistite, na aky najmensi pocet fahov mozno rozlozif graf
z obr. 23.
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8. Hamiltonovske kruznice a cesty

Doteraz sme skuinali tahy obsahujuce vsetky vrcholy i hrany grafu.
Teraz si ulohu trocha obmemme; nebudeme pozadovat, aby tab obsahoval
vsetky hrany grafu, ale sprisnime podmienky pre vrcholy; cez ziaden
vrchol nesmie ist tah viac nez raz. Budeme teda skumat cesty a kruznice,
ktore obsahuju vsetky vrcholy daneho grafu; nazyvaju sa hamiltonovske
cesty a hamiltonovske kruznice na pocest slavneho irskehomatema-
tika W. R. Hamiltona (1805—1865), ktory ich studoval na grafe pravidel-
neho dvanaststena {ohr. 24, kde je jedna z hamiltonovskych kruznic
vyznacena silnou ciarou; zaciatok a ,,smer obiehania“ po nej si mozeme
zvolit rubovolne). Graf, ktory ma aspoh jednu hamiltonovsku kruznicu,
sa nazjiva hamiltonovsky.

Hamilton vymyslel pojem hamiltonovskej kruznice povodne pre svoju
hru ,,cesta okolo sveta“. Vrcholy mnohostena (teda i nasho grafu) zodpo-
vedali vyznacnym mestam sveta, hrany cestam medzi nimi. Da sa ukazat,
ze prve styri hrany hamiltonovskej kruznice v tomto grafe si mozeme
l'ubovoTne predpisat (staci, aby tvorili cestu dizky 4). Piata hrana vsak
uz je v niektorych pripadoch jednoznacne urcena.

A E—— D E

Obr. 25. Grafy k cviceniu 30

Cvicenie 30. Zistite, ktore z grafov znazornenych na obr. 25 inajii a) hamil-
tonovsku kruznicu; b) hamiltonovsku cestu.

Vznika otazka, ako sa da zistit, ci dany graf ma hamiltonovsku kruznicu,
resp. cestu. Najst na to nutnu a postacujucu podmienku toho druhu, ako
sme uviedli v teoremach 3 a 4 pre eulerovske tahy, sa doteraz nepodarilo.
Sii v8ak zname niektore nutne a niektore postacujuce podmienky pre to,
aby graf bol hamiltonovsky (t. j. mal hamiltonovsku kruznicu). Napr.
hamiltonovsky graf musi byt suvisly, vsetky jeho vrcholy musia mat stupeh
aspoh dva, nesmie obsahovaf most ani artikulaciu. Vo vseobecnosti hamil-
tonovsky graf nesmie mat taky vrcholovy rez, ze ak vynechame z grafu
jeho vrcholy (a hrany s nimi incidentne), vznikne graf s vacsim poctom
komponentov nez bol pocet vynechanych vrcholov (napr. grafy D a E
z obr. 25). Uvedene podmienky vsak nie su postacujuce, ako ukazuju grafy
z obr. 26 (tzv. Petersenov graf) a 27, ktore nie su hamiltonovske.
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Uved'me si prehlad najjednoduchsich metod, poro.ocou ktorych mozno
o dauom grafe dokazat, ze je nehamiltonovsky:

1. Dokazeme, ze graf nespina niektom z nutnych podmienok pre to,
aby bol hamiltonovsky (napr. dokazeme, ze graf obsahuje most, alebo
artikulaciu, alebo vrchol stupna 1).

2. Zvolime urcity vrchol a systematicky preskiisame vsetky moznosti
ako by mohla prebiehaf hamiltonovska kruznica zacmajuca v tomto vrchole.
Pritom, ak je to mozne, vyiizivame pripadne symetrie grafu alebo jeho
diagramu. (Tiito metodu mozno pouzit napr. pre Petersenov graf.)

3. Rozlozime graf na mensie casti — podgrafy a skumame, ci cesty
existujuce v tychto podgrafoch mozeme na seba naviazat tak, aby vznikla
hamiltonovska kruznica. (Tiito metodu mozno pouzit napr. pre graf
z obr. 27.)

Obr. 27. Nehamiltonov.sky graf

4. Pouzijeme iny princip. Napr. keby graf mnohostena z obr. 28 mal
hamiltonovskii kruznicu, tato kruznica by musela mat neparny pocet
(a to 11) vrcholov. Preskiimanim obrazku vsak lahko zistime, ze v hamilto-
novskej kruznici by sa museli striedat vrcholy na diagrame zakreslene
plnymi a prazdnymi kriizkami, co je pri neparnom pocte vrcholov grafu
vyliicene. Hlbsi pohlad na tento priklad nam poskytne stiidium parnych
grafov V nasledujiicom paragrafe (teorema 5). Pre zaujimavosf este pozna-
menajme, ze mnohosten z obr. 28 je najmensi co do poctu vrcholov (11),
hran (18) i stien (9), ktoreho graf nema hamiltonovskii kruznicu, ako
dokazal r. 1970 slovensky matematik E. Jucovic. Uvedeny princip mozeme
vyuzit aj pri rieseni dalsich dvoch cviceni.

Cvicenie 31. Ma graf z obr. 23 a) hamiltonovskii kruznicu; b) hamilto-
novskii cestu?

Cvicenie 32. Jazdec na sachovnici tvaru n X n ma prejst vsetkych  poll
a vratit sa na pole, z ktoreho vysiel. Pritom cez kazde pole sachovnice
moze prejst Pre ake prirodzene cislo je to mozne? (Navod;
~Mstrojte graf, ktoreho vrcholy odpovedajii poliam sacho™®® ~ hrany
®"okom jazdca.)
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V poslednom case sa vel'ka pozornosi} venuje skumaniu hamiltonovskych
kruznic v pravidelnych grafoch stupna 3. Tieto otazky siivisia s niektorymi
znamymi matematickymi problemami (napr. s doteraz nevyriesenym pro-

blemom styroch farieb: ci mozno
staty kazdej geografickej mapy zafar-
bit 4 farbami tak, aby susedne staty
mali vzdy roznu farbu), ale aj s otaz-
kami inych vied (napr. hamiltonovske
grafy tretieho stupna pouzil americky
vedec J. Lederberg pri Klasifikacii cy-
klickych zlucenin, s ktorymi sa streta-
vame v organickej chemii — s trochu
inymi aplikaciami na organickii chemiu
sa budeme zaoberat v nasledujucom
paragrafe).

Obr. 28. Minimalny
nehamiltonovsky miiohosten

Cvicenie 33. Graf, ktoreho diagram je na obr. 29, ma hranu, ktora nelezi
V ziadnej hamiltonovskej kruznici. Najdite tuto hranu!

Cvicenie 34. Vysetrite, pre ktore prirodzene cislo n je kornpletny graf
s n vrcholrai a) eulerovsky; b) hamiltonovsky.

Obr. 29. Hamiltonovsky graf s jodinon hranou nepatriacou do ziadnej hamiltonovskej

kru”nice

9. Chroniaticke cislo grafu, parne grafy, lesy, stromy a kostry grafu.
Aplikacie v chemii

Vsimnime si, ze graf kocky {obr. 30) ma iba kruznice dizky 4, 6 a 8.
Grafy, ktore maju len kruznice parnej dlzky, nazyvame parne.
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Majme dany graf bez sluciek a uvazujrne, kolko farieb potrebujeme na to,
aby sme zafarbili vrcholy grafu regularne, t. j. tak, aby konce kazdej hrany
mali vzdy roznu farbu. Najmensi takyto pocet farieb sa nazyva chroma-
tickym cislom grafu. Chromaticke cislo grafu so sluckami nedefinujeme.
Eahko zistime, ze chromaticke cislo grafu kocky je 2, t. j. na regularne
zafarbenie vrcholov, nam postacia dve farby, povedzme zelena a cervena;
napr. vrcholy 1, 3, 5 a 7 budii zelene, vrcholy 2, 4, 6 a 8 cervene. Vseobecne
vrcholy grafu s chromatickym cislom 2 sa dajii rozlozit do dvoch disjunkt-
nych skupin tak, ze kazda hrana spojuje vrcholy roznych farieb.

Cvicenie 35. Charakterizujte grafy s chromatickym cislom a) 0; b) 1.
Nasledujuca teorema podava charakterizaciu grafov s chromatickym
cislom 2:

Teorema 5. Graf G ma chromaticke cislo 2 prave vtedy, ked G je parny
graf obsahujiici aspoh jednu hranu.

Dokaz. 1. Nech ma graf G chromaticke cislo 2. Zrejme G obsahuje aspoh
jednu hranu (inak by mal chromaticke cislo 1 alebo 0). Keby G nebol parny
graf, G by obsahoval kruznicu neparnej dizky. Jej vrcholy vsak zrejme
nemozno zafarbit regularne 2 farbami, teda G by mal chromaticke cislo
vacsie nez 2, co je spor.

3

Ohr. 30. Graf kocky

Il. Nech je G parny graf obsahujuci aspoh jednu hranu; teda chromaticke
cislo grafu G je aspoh 2. Preto staci dokazat, ze vrcholy grafu G mozno
regularne zafarbit 2 farbami. Zvol'me v kazdom komponente grafu G pevne
jeden vrchol. Vsetky vrcholy tohto komponentu, ktore maju od zvoleneho
vrcholu parnu vzdialenost (teda aj samotny zvoleny vrchol) zafarbime
zelenou farbou, a vrcholy, ktore maju od zvoleneho vrchola neparnu vzdia-
lenost, zafarbime cervene. Dokazeme, ze vzniklo regularne zafarbenie.
Skutocne, keby dva vrcholy w a tej istej farby boli susedne, mali by od
zvoleneho vrcholu w bud oba parnu alebo oba neparnu vzdialenost.
V kazdom pripade najkratsi u—v sled, najkratsi v—w sled a najkratsi w—u
sled by tvorili uzavrety sled neparnej dlzky. Podia lemy 3 z neho by sa dala



utvoril: kruznica grafu G nepamej dlzky, co odporuje predpokladu, ze G ]q
parny graf.
Teorema je dokazana.

Cvicenie 36. Dokazte, ze grafy z obr. 23 a 28 sii parne.

Cvicenie 37. Dokazte, ze ku kazdemu prirodzenemu cislu n existuje graf
s chromatickym cislom n.

Fame grafy sme definevali ako grafy, v ktorych vsetky kruznice maju
parnu dizku. Tato podmienka je, samozrejme, splnena, ak graf nema
ziadne kruznice. Graf, ktory nema kruznice, sa nazyva les alebo acyklicky
graf. Priklad na diagram lesa je na obr. 31. Zrejme les nemoze obsahovat
slucky ani nasobne hrany.
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Siivisly acyklicky graf, t. j. siivisly les sa nazyva strom. Lahko si
mozno overif, ze kazdy komponent lesa je stromom. Napr. les z ohr. 31 ma
5 komponentov — stromov.

Na ohr. 32 su diagramy vsetkych neizomorfnych stromov s menej iiez
7 vrcholmi. Vidime, ze ich je 15. Jednym z nich je prazdny graf.

Keby sme sa pokusili nakreslit diagramy vsetkych neizomorfnych
stromov so 7, 8, 9 a 10 vrcholmi, zistili by sme, ze ich pocet rychlo vzrasta.
Pocet tn neizomorfnych stromov s n vrcholmi pre ,male* n ukazuje
nasledujuca tabulka:

0 1 6 8 9 10 11 12
i B Epa Epa B 6 11 23 47 106 235 551

Teraz si ukazeme, ako mozno niektore z predoslych pojmov aplikovat
v chemii. Strukturne vzorce chemickych latok (prvkov a zlucenin) budeme
povazovat za grafy, ktorych vrcholmi sii atomy; dva vrcholy su spojene
tolkymi hranami, kolkonasobna vazba medzi prislusnymi atomami existuje.
Vznikne neprazdny konecny siivisly graf bez sluciek, ktory zodpoveda
stavbe molekuly danej latky. Latku nazyvame acyklickou, ak jej graf
neobsahuje kruznice dlzky vacsej nez dva. Tento nazov mozno odovodnit
tym, ze ak v struktiirnom vzorci (grafe) acyklickej latky nahradime vsetky
viacnasobne vazby (hrany) jednoduchymi vazbami, dostaneme acyklicky
graf (dokonca strom).

Stromy mozeme vyuzit napr. na enumeraciu (spocitanie) najjednoduch-
sich zlucenin, s ktorymi sa stretavame v organickej chemii — acyklickych
nasytenych uhl'ovodikov, t. j. acyklickych zlucenin uhlika a vodika obsahu-
jiicich len jednoduche vazby. Nazyvajii sa alkany alebo tiez parafiny. Ich
molekuly obsahujii n atomov stvormocneho uhlika C a 2/i -j- 2 atomov
jednomocneho vodika H. Tym vznikne uhl'ovodik alkan Cn”in+i, napr.
metan CH4, etan C2H6, propan C3H8, butan C4H10, pentan CsHi2 atd.
ZatiaT co struktiira prvych troch alkanov je molekulovym vzorcom
jednoznacne urcena, pocinajiic butanorn majii tieto uhlovodiky izomery —
zliiceniny s rovnakym chemickym zlozenim a molekulovym vzorcom, ale
s roznym sti'ukturnym usporiadanim atomov, co ma za nasledok rozne
fyzikalne a chemicke vlastnosti tychto latok. Na obr. 33 sii znazornene
3 izomery pentanu C5H12.

Pre liplnost poznamenajme, ze sa moze stat, ze dve rozne chemicke latky
majii nielen rovnaky molekulovy, ale aj struktiirny vzorec a lisia sa len
priestorovou stavbou molekiil. Tato, tzv. priestorova izomeria sa vsak
vyskytuje zriedkavejsie, preto sa hou nebudeme zaoberat.

Struktiira alkanov je jednoznacne dana nielen ich celymi struktiirnyml
vzorcami, ale uz vzajomnymi vazbami atomov uhlika, ktore majii (rovnako
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ako cele strukturne vzorce) tvar stromu. Preto teoreticky moznych alkanov
s n atomami uhlika je nanajvys tolko, kolko je neizomorfnych stromov
s N vrcholmi. Nie kazdemu stromu vsak zodpoveda alkan; pretoze uhlik je
stvormocny, nemozu mat pouzite stromy vrcholy stupna vacsieho nez 4.

T H T H‘ A Obr. 33. Izomery pentanu
H—? -T:- G- C—H
H H H
H H
|
H-C- C—H
H li
H—C—H
H
H—C—H
H H
H-C- foR— C—H
| l H H
H h
H—C—H H

Obr. 34. Strukturny vzoreo benzenu

Nasledujiica tabulka uvadza pocet an alkanov s n atomami uhlika, t.j.
pocet neizomorfnych stromov s n vrcholmi neobsahujucich vrcholy stupna
vacsieho nez 4.

1 6 8 9 10 11 12

an 1 1 1 3 9 18 35 75 159 355

Cvicenie 38. Nakresiite strukturne vzorce vsetkych izonierov liexanu
(t. j. alkanu C6H14).

Pocet izomerov s danym molekulovym vzorcom mozeme hladat pomocou
teorie grafov aj v zlozitejsich pripadoch. Mozeme napr. skumat latky,
ktorych strukturny vzoree obsahuje cykly (t. j. ich graf ma w-uholniky
kde w > 2); mozeme vysetrovaf zluceniny viac nez dvoch prvkov a latky
s viacnasobnymi vazbami. Uvedme len malu ukazku na poslednu z tychto
moznosti:
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Cvicenie 39. Najznamejsou cyklickou organickou zliiceninou je benzen
CeHfi {ohr. 34). Zistite, kolko ma benzen acyklickych izomerov (popri
jednoduchych aj dvojite a trojitevazby medzi atomami uhlika su pnpustne)!

Stromy mozno charakterizovat roznymi sposobmi. Niektore z nich nam
poskytnje nasledujuca teorema.

Teorema 6. Nech je G konecny neprazdny grafs n vrcholrni a m hrananii.
Potom su ekvivalentne nasledujiice 3 tvrdenia:

(27)  je Strom.

(28) G je suvisly grafa platin — m A

(29) G je acyklicky grafa platin=m 1

Dokaz. Uvazujme nasledujuce 3 vlastnosti grafu G\

(30) G je suvisly.

(31) G je acyklicky.

32) VGplatin—m 1

Zrejme staci dokazaf, ze ak graf G ma dve z tychto vlastnosti, tak ma
aj tretiu.

I. Nech plati (30) a (31). Vzfah (32) dokazeme indukciou vzhladom na n.
Ak w = 1, tak vzhladom na (31) plati m = 0, teda (32) v tomto pripade
plati. Predpokladajme, ze w > 1 a ze (32) vyplyva z (30) a (31) pre vsetky
grafy s poctom vrcholov mensim nez n. Nech graf G ma n vrcholov a m bran.
Vynechajme z G jednu hranu; oznacme jej konce u v. Eahko zistime, ze
vznikne graf s dvoma komponentmi G" b. G*. Nech graf Gu ma rii vrcholov
a mi hran; nech graf G" ma Uz vrcholov a mz hran. Gu a G” sii suvisle

acyklicke grafy. Podl'a indukcneho predpokladu plati ni = mi I, Uz =
~ mz takze n —iii  riz=mi\-mz 2—m co sme mali do-
kazat.

I1. Nech plati (31) a (32). G je acyklicky graf; nech k je pocet kompo-
nentov grafu O. Kazdy z nich je acyklicky suvisly graf. Podia I. casti
dokazu kazdy z tychto grafov ma pocet vrcholov o 1 vacsi nez pocet hran.
Kedze G ma k komponentov, plati n =m k. Ale podia predpokladu
n=m 1 takze k = \ % graf G je suvisly.

I11. Nech plati (30) a (32). Pripusfme, ze graf G ma kruznicu K = {vq,
hi, vi, ..., Wre-i) hn, Vn — Vq). Nech u je lubovolny vrchol grafu G. Oznacme
znakom M{u) mnozinu vsetkych sledov grafu G, ktorych zaciatkom je
u a ktorych koniec lezi na kruznici K. Zo suvislosti grafu G vyplyva, ze
mnozina M{u) je neprazdna. Nech S{u) je sled najmensej dizky zo vsetkych
sledov mnoziny M{u). Ak vrchol u nelezi na K, sled 8{u) ma aspoh jednu
hranu. Oznacme znakom }i{u) prvii hranu sledu S{u). Ak u lezi na K, a to
u — Vi, polozme li{u) = hi. Tym sme kazdemu vrcholu u grafu G priradili
hranu h{u) grafu G. Pripusfme, ze dvom roznym vrcholom u, v bola pri-
radena ta ista hrana h = h{u) = h{v). Zrejme u ani v nemoze lezaf na K
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si U, v su konce hrany h. Sledy 8{u) a 8{v) maju potom tvar 8{u) = {u, h,
v, x), 8{v) = {v, h, u, y), pricom a a % su vrcholy leziace na K.
Vynechanim prveho vrchola a prvej hrany z 8{u) a 8{v) vzniknii sledy
8'{u™{v, x), 8{v) = {u, y). Zrejme 8'{u)g3l{v), 8'{v)eM{u).
Lahko zistime, ze bud je sled 8'{u) kratsi nez 8{v), alebo Je sled 8'{v) kratsi
nez 8{u), co odporuje sposobu volby 8{u) a 8{v). Preto dvom roznym vrcho-
lom grafu G sii priradene vzdy dve rozne hrany. Graf G ma teda aspon
tolko bran, kolko ma vrcholov, takze m ~ w. To je vsak v spore s predpo-
kladom, ze % = m + 1. Teda G nemoze mat kruznicu a plati (31).
Calsie charakterizacie stromu podava nasledujuce cvicenie.

Cvidenie 40. Dokazte, ze pre lubovolny graf G su nasledujuce 3 tvrdenia
ekvivalentne:

(33) G je strom.

(34) G nema slucky a lubovolne dva vrcholy u, v su \ G spojene prave
jednou u—v cestou.

(35) Ak lubovolne dva vrcholy v G spojime novou hranou, vznikne graf
obsahujuci prave jeden mnohouholmk.

V mnohych situaciach hraju vyznacnii ulohu stromy, ktore sii faktormi
grafu. Nazyvame ich kostrami. Kostra daneho grafu moze byf teda
definovana napr. ako jeho suvisly podgraf, ktory nema kruznice a ktory
obsahuje jeho vsetky vrcholy. Aby sme naznacili vyznam tohto pojmu,
predstavme si, ze chceme vybudovat medzi urcitymi miestami dopravu
(napr. letecku) s najmensim poctom liniek, ale tak, aby sme sa z kazdeho
miesta niohli dostat do vsetkych ostatnych miest. Zrejme si musime
vybrat niektoru kostru grafu vsetkych moznych (leteckych) liniek medzi
danymi miestami.

Cvitenie 41. Urcte pocet kostier kompletneho grafu s a) 0; b) 1; ¢) 2;
d) 3; e) 4 vrcholmi.

Prirodzene, jeden graf nielenze moze mat viac kostier, ale nemusi mat
ani jednu — tento pripad nastava prave vtedy, ked graf je nesiivisly.
Naproti tomu kazdy suvisly graf ma aspon jednu kostru. Pre konecne grafy
je dokaz tohto tvrdenia vel'mi jednoduchy: z grafu vynechavame hrany
patriace do kruznic, jednu po druhej, tak dlho, kym graf obsahuje kruznicu.
Zrejme po konecnom pocte krokov tento postup musi skoncit. Vtedy
dostaneme suvisly graf bez kruznic, teda kostru.

Ak uvazujeme o tom, ktory z obycajnych grafov (t. j. grafov bez sluciek
a nasobnych hran) ma najvacsi pocet kostier, lahko zistime, ze je to prave
kompletny graf. Mozno dokazaf, ze kompletny graf s n vrcholmi (kde n je
prirodzene cislo vacsie nez 1) ma prave kostier. Jestvuje niekolko
dokazov tohto vzorca, ktory dostal meno po A. Cayleyovi, ktory ho
objavil r. 1889; vsetky su vsak pomerne zlozite, preto ich neuvadzame.
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Vysledky cvicem

20. Je to 8sledov: (1, a,5,a,1,4a,5), (1,a, 5 a 1,i,9), (1,a,5, ¢ 9, 5), (1,a, 5, e,
9,i,1),(1i,9¢e5a1){\i9e5¢9),(1i9i labd @ioillido).

21. (8) a (10) plati, (9) neplati.

22. Styri. Prvy znichje (i = {1, 5, 9} = (rs = g, dmhy G2 — {2, 6, 10} = (re —
= (%o, treti 3 = {3, 1, \ — G-i = Gn, stvrty G" = {4, 8, 12} = Gs — Ga2

23.a) 12. b) 24. c) 24. d) 24.e) 0. f) 36. g) 48.

24. a) Nie. b) Ano, ak tab nema dlzku 0.

25. Keby najkratsi u—v sled S — {ug = u, hi, Ui, hz, Uz, ..., Un-i, hn, tin — ") nebol
cestou, niektore dva z vrcholov Hg, Ui, Uz, 118, Un-\, Un by sa rovnali. Ak vsak Ui = Uj,
kde » i <j ~n, tak (mg ='W, hi, Ui, hz, Uz, ..., Ui_i, hi, ui = Uj, hjj™i, %+i, ...,
Un-A, hn, Un) je sled dizky mensej nez dizka sledu S, co je spor.

26. a) Nie. b) Ano.

27.a) B, Ca E. b) D.

28. p r tahov, z toho p otvorenych a r uzavretych.

29. 10 (otvorenych) tahov.

30. a) B. b) A, B, CaDbD.

31. a) Nie. b) Ano.

32. Pre parne n ™ 6. (Neparne n sa vyliicia na zaklade predosloho principu, n — 2
a n ““ 4 proskumanim prislusneho grafu. Pro parne w ~ 6 sa tvrdenie dokaze osobitnou
konstrukciou.)

33. Je to hrana spojujuca vrcholy 22 a 25. (Pre ostatnych 41 hran grafu mozno
lahko zostrojif hamiltonovsku kruznicu, ktora touto hranou prechadza. Pre 28 hran
je takato hamiltonovska kruznica naznaoena uz na obrazku. Prechadza postupne
vrcholmi 1, 2, 3, ..., 27, 28, 1. Najfazsie je dokazaf, ze cez hranu 22—25 neprechadza
ziadna hamiltonovska kruznica. Najvhodnejsie je tu pou2if metodu rozkladu grafu
na casti.)

34. a) Ak n je neparne. b) Ak n ™ 3.

35. a) Prazdny graf. b) Neprazdne grafy, v ktorych vsetky vrcholy maju stupeh 0.
36. Staci pouzif teoremu 5.

37. Staci vziaf kompletny graf s n vrcholmi.

38. staci pouzif 5 stromov so 6 vrcholmi neobsahujucich vrchol stupha vacsieho
nez 4 znazornenych na obr. 32. Im zodpovedaju vazby uhlikovych atomov v 5 izome-
roch hexanu.

H .H C- -
H H

c=c H-—-C—C H- =C—H
H C—H H ¢ ¢

H- l ----- H C—H ﬂ ----- H

Obr. 35. 1zomery benienp
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39. 15 acyklickych izomerov. Z nich 12 ma cestu obsahujucu 6 atomov uhli'ka;
vazbami tychto atomov je uz uhl'ovodfk jednoznacne urceny. Eahko si vypocitame,

medzi uhlikovymi atomami musi byt 9 vazieb. Sii tieto moznosti:

C=C—C=C—C—C
CsO—C=C=C—C
C=C~C=C—C=:C
Cc=C—C—C=C—C
c=c—C—C=C-=C
C=C—C—C"C™MC

C=C=C=C=C—C
C=C=C=-C—C=C
C=C=-C—C=C—C
C=C=C—C=C=C
c=C—C-C—C=C
crenrCc—CsC—c

Zvysne 3 acyklicke izomery benzenu sii na obr. 35.

40. Ndcrt dokazu: 1. Z (33) vyplyva (34). Toto tvrdenie je zalozene na tom, ze ak
medzi dvoma vrcholmi grafu G existuju dve rozne cesty, tak G ma kruznicu dfzky
aspon 2. Il. Z (34) vyplyva (35). Skutocne, z (34) zrejme vypl;™a, 2e G je aeyklicky
graf. Preto ak spojime v G dva vrcholy u a v novou hranou h, vznikne graf H, v ktorom
vsetky mnohouliolniky obsahujii h. Preto graf H ma prave tol’ko mnohouholm'kov,
kolko malgraf G u—uv ciest. I11. Z (35) vyplyva (33). Z (35) sa lahko doka”e, ze (? je acy-
klicky graf. Preto staci dokazat, ze lubovolne dva vrcholy u&v grafu G sii spojene u—v
cestou. Spojme vrcholy u a v novou hranou h. Vznikne graf s mnohouholnikom;
tento mnohouholnik obsahuje hranu h s koncami u a v. Preto v G existuje u—v cesta.

41.a) 1. b) 1. ¢) 1. d) 3. &) 16.
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