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NUTNA A POSTACUJUCA PODMIENKA
PRE EXISTENCIU LIMITY

MARTA GEROVA, BRATISLAVA

V tomto kratkom prispevku poddme dokaz znamej nutnej a posta-
¢ujucej (Cauchyho-Bolzanovej) podmienky pre existenciu vlastnej limity
metodou, ktord ndm dovoluje iny pohlad na limitu funkecie v danom bode
a ktord nam tiez umoznuje sformulovat novi modifikdciu nutnej a posta-
¢ujucej podmienky pre existenciu limity.

Nech R je mnozina vetkych redlnych ¢isel a nech R = RU{+ oo} U{—o0}
je rozsirend mmnozina vSetkych realnych ¢isel s obvyklou topolégiou [1].
Okolie bodu @ € R budeme oznacovat O(a), resp. O;(z) a podobne. Zna-
kom M’ budeme oznacovat mnozinu vSetkych hromadnych bodov mno-
ilny M.

Veta A. Nech N < M, f: M — R a nech a e N'. Nutnou a postacu]ucou
podmienkou na to, aby existovala vlastna limita

lim f(z) (1)

z—>a
zeN

je, aby bola splnend této (Cauchyho-Bolzanova) podmienka
(C—B) v 3 v (xye0@)=|[flr)—f)] <e).

£>0 O(a) z, yeN—{a}

V ucebniciach matematickej analyzy sa pri dokaze tejto vety vyuziva
skuto¢nost, Ze ist4 postupnost (cauchyovskd, resp. monoténna) bodov z R
je konvergentna v R (pozri napr. [2], [5]). My teraz ukazeme, ze dokaz
vety A mozno urobit priamo. Pritom pri jej dokaze pouzijeme nasledovni
zndmu vetu, ktora hovori o jednej dolezitej vlastnosti mnoziny redlnych
cisel.

Veta B. (Veta o supreme). Kazda neprazdna zhora ohrani¢end mnozina
redlnych ¢isel ma supremum v R ([3]).

Dokaz vety A. Pretoze dokaz nutnosti sa od Standardného dékazu
nelisi, obmedzime sa na doékaz toho, ze Cauchyho-Bolzanova podmienka
je postacujiicou podmienkou pre existenciu limity.

Postacéujtica podmienka. Nech podmienka (C'— B) je splnend.
Oznaéme znakom D mnozinu vsetkych tych cisel d, pre ktoré existuje
okolie Og4(a) bodu a tak, ze

vV (y€0qa) = fly) > d).

yeN—{a}
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Ukéazeme, ze D # @ a ze D je zhora ohranitend ¢iselnd mnozina. Skutoéne,
z podmienky (C — B) vyplyva: k ¢&islu % > 0 existuje také okolie O,(a)
bodu a, ze pre vietky z, y € N N (01(a) —{a}) je

f@)—5 < f) < @ + 5

Z tychto nerovnosti vyplyva, ze f(x) — —;e D a f(x) + % eD.

Tym je ukéazané, ze D # 0. Teraz ukazeme, ze mnozina D je zhora
ohranic¢end. Nech Dr = R — D. Dokazeme, ze kazdé &islo z Dg je hornym
ohraniéenim mnoziny D. Nepriamo. Nech existuje dye Dp tak, Ze dynie
je hornym ohrani¢enim mnoziny D. To znamend, Ze existuje aspon jedno
do € D tak, ze dy > d;. Pretoze dye D, existuje okolie Og,(a) bodu a tak,
7e pre Vsetky JEN N ( Od0 ) —{a}) je fly) > do. Z tejto skutoénosti
a z toho, ze d0> do vyplyva, ze dgeD. Co ale nie je mozné, pretoze DNDg=80.

Teda D je neprazdna zhora ohranic¢ena Ciseln4d mnozina, na ziklade
vety B ma supremum v R. Oznac¢me ho znakom b. Ukazeme, ze

lim f(z) =

r—>a
zeN

Pretoze f(x) — % eD, fx) + —;—e Dp, pre Iubovolné x € N N(0,(a)—{a}),
je
£ €
fo)—5 2 b = fl@) + 5
pre kazdé x € NN\(Oy(a) —{a}), t

v @eOia) = |f@)—b| =< e,
z=N—{a} 2
To ale znamena, ze

lim f(z) =
T—>a
zeN

Veta je dokézana.

Dosledok. Postupnost redlnych &isel {b,};2; je konvergentni vtedy
a len vtedy, ak je cauchyovska.

Poznidmka 1. Pouzitim vety B sme ukazali, Zze kazdd cauchyovskd
postupnost je konvergentna v R. D4 sa ukézat, Ze plati aj obratené tvrdenie:
Ak kazdd cauchyovskd postupnost je konvergentnd v R, potom plati
veta o supreme.
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Ak by sme v dokaze vety A uvazovali namiesto mnoziny
D={deR| 3 v (z€Og4(a) = f(x) > d)} *)
Og4(a) zeN—{a}
mnozinu
C={cek| 3 v (ze0a) = f(x) < ¢)} (*%)
O.(a) z=N—/{a}

potom obdobnym spésobom by sa ukazalo, ze

hm () — inf O,
r—>a
=N

To znamena, ze ak existuje vlastna limita (1), potom sup D = inf C € R.
Dokonca mozno ukézat, ze plati:

Veta C. Nech N M a nech ae N, f: M — R. Potom limita (1) existuje
vtedy a len vtedy, ak

sup D =infC =beR. (2)
Pritom tdto limita sa rovna b.

Poznamka 2. 1. Nech D = R — D, Cpr = R — C. Potom
i)C < Dp, D < Crasup D = inf C,;
ii) rovnost (2) je ekvivalentnd s kazdou z nasledovnych rovnosti

inf Dp = sup Cg
G = Dyl — Cy)
2. Limita (1) je nevlastna vtedy a len vtedy, ak plati rovnost (2) a prave
jedna z mnozin C a D je prazdna.
3. inf €' = lim sup f(z), sup D = lim sup f(x). (Vzhladom na tito okolnost

z—>a
>N 2—>N

je veta C totozna s vetou 79 z [5], str. 175.)

Na zdklade hore uvedenych skuto¢nosti mozno zaviest pojem limity
nasledovnym sposobom:

Nech M < R, f: M—> R, N < M a nech a € N'. Nech mnoziny D, C st
definované podla (*), (**). Hovorime, ze funkcia f ma v bode a limitu
rovnajucu sa b € R, vzhladom na mnozinu N, ak plati

sup D = inf G — b

1) Z vety B vyplyva, 7ze kazda neprdzdna mnozina realnych éisel zdola ohrani¢ené
ma infimum v R.
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Pozniamka 3. Veta A a veta C platia aj pre funkcie f definované na
lubovolnej podmnozine M(N < M, ae N') topologického priestoru X
s oborom hodnét v R.
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