MATEMATICKE OBZORY 7/1975

0 NEKONECNE DISTRIBUTIVNOM ZAKONE
BELOSLAV RIECAN, BRATISLAVA

Nech Au(n =1, 2, ...), B st podmnoziny danej zdkladnej mnoZiny X.
Lahko sa zisti, Ze
B (U Az =B A4y).
n=1 n=1
Niet¢o podobného plati v mnozine funkecii. Ak fp(n =1, 2, ...), g su redlne
funkcie definované na intervale (a, b), tak

min(g, (sup fr) = sup (min (g, fa))-

Suvislost medzi tymito faktami je eSte zjavnejia, ak pouzijeme oznacenia
pouzivané v tedrii zvizov.

Nech 8§ je Giastoéne usporiadand mnozina, t. j. mnozina s reflexivnou,
antisymetrickou a tranzitivnou reldciou <. Spojenim @ v b prvkov a, b
rozumieme najmensie horné ohranicenie prvkov a, b. Plati teda: 1. a vb =
Za,avb =06 2 Ak c=qa, c= b, tak ¢c = avb. Podobne sa deﬁnu]e
priesek a A b, totiz na]vacs1e dolné ohranitenie prvkov a, b. Ciastoéne uspo-
riadand mnozina S sa nazyva zviazom, ak @ vb, a Ab existuju pre kazdé dva
prvky a, b e S. Ak existuje vo zvize S dokonca najmensie horne ohranicenie

postupnos‘m {an},y 1 prvkov z S, oznac¢ujeme ho znakom V ay.
=1

Lahko vidiet, ze ¢iastoéne usporiadand mnozina, S vsetkych podmnozin
mnoziny X (kde 4 < B prave vtedy, ked 4 < B) je zvazom, v ktorom

AVBL A OB AR e oR N A=A
re=1 =1

Dalej, ak 8. je ¢iastotne usporiadanid mnozZina vietkych redlnych funkeii
na danej mnozine (s obvyklym usporiadanim, t. j. f < g prave vtedy, ked
flx) =g(x) pre vsetky x, tak S, je zvézom, v ktorom

fyg = mex(f0)f 29 —minllgh N Js =98p [s
n== n
Pritom napr. min (f, ¢) je funkcia, ktord v bode z nadobéda hodnotu min
(f(z), g(x)). Podobne napr. sup fu(z) = sup {fi(z), fo(x),...}. Teraz
n

uz zretelne vidno, Ze nekoneéne distribu tivny zdkon mozno v eboch
Specialnych pripadoch zapisat takto:

2A(Van) = Vl(z A Ty).

n=1 n=
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V tejto poznidmke sa zamyslame nad tou skuto¢nostou, Ze nekoneéne
distributivny zakon plati v dvoch predsa len trochu odlisnych struktarach.

Uvedené mnoziny S;, S> maja spoloéné mnohé vlastnosti. Oznaéme zna-
kom A—B mnozinovy rozdiel (vo zvize S;) a tym istym znakom f— ¢
rozdiel dvoch funkecii f, g (vo zvéze S,). V oboch pripadoch platia tieto
dve podmienky:

(1) Ak existuje Va,, tak pre vSetky a existuje aj A (e — a,) a plati

a— Va, = A\(a—ay).

(2) Ak x = y a pre nejaky prvok u jex —y < u —u, tak x = 5.

Pravda, z podmienok (1) a (2) nevyplyva ani distributivny zédkon, toboz
nekonecne distributivny zakon. To budeme demonstrovat na nasledujicom
priklade:

Priklad. Nech S je mnozina vsetkych linedrnych podpriestorov dvojroz-
merného priestoru R2. (S teda pozostiva z nulového podpriestoru {0},
celého priestoru R? a vSetkych jednorozmernych podpriestorov, t. j. priamok
prechadzajucich zaciatkom.) Usporiadanie je dané inkltziou. VSimnime si,
7ze aAb > a b, ale @ vb sa nemusi zhodovat s a Ub. Zjednoterie dvoch
roznych priamok a, b totiz nepatri do S; najmensi linearny podpriestor
obsahujtci @ aj b je R?, teda a Vb = R2. Nech z;, 2,, z st tri navzajom rézne
linearne podpriestory. Potom

eRm—zZAT: — 10w Vi, — R?
teda
(zAZ1) V(zA L) = {0} v{0} = {0}
ale
Z A (o Vi) — 2 A B2 — 2 = [0].

Staci vsak, ak k podmienkam (1) a (2) priddme distributivny zakon (v tro-
chu zakuklenej forme) a dostaneme nekonec¢ne distributivny zakon.

Veta. Nech S je zvaz s bindrnou operaciou —, ktord vyhovuje podmien-
kam (1), (2) a

(38) Ak z < y, tak pre vietky z je zAy —zAzx < y—=x. Ak {x,}2,
je postupnost prvkovz S azje prvok z S a ak existuji prvky Vo, a V(z,Az),
tak plati rovnost

zA(Vza) = V(2Az).

Dokaz. Vidy plati vztah (Vz,)Az = V(znAz). Polozme v (3) x =
— am, Yy = Vo, Potom
m

4) 2A(VzZm) — 2AZy = Vm — @g.
m
Z vlastnosti (1) (ak tam polozime a, = zAx,, @ = zAVzp) dostdvame
m
(5) A GAVzy — 2A2n) = 2AVzm — V(2A7s).
n m m n
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Podobne, z (1) (@, = zn, a = V) dostdvame
m

(6) A ( me — u5) = Vo — Vay.

Zo vztahov (4), (5) a (6) vyplyva, zZe ;
2AVz, — V(2Az,) £ Vo, — V.

n n

Zostdva nam pouzit (2). Polozme z = 2AVzyn,y = V(zAzy, u = Vz, .
n n n
Potom z =2 y,2—y < u—u, teda x =y, t. j.
2 AN, N2Ar),
n n

Zaverom ukazeme, Ze z uvedenej vety vyplyva platnost nekonecne
distributivneho zdkona nielen pre systém vsetkych podmnozin danej
mnoziny resp. vietkych redlnych funkeii definovanych na danej mnozine,
ale aj v Tubovolnej Booleovej d-algebre, resp. Iubovolnej komutativnej
o-uplnej l-grupe.

Pripomenime, Ze Booleova algebra (pozri [2] kap. XIV, §8) je taky
distributivny zvéz, ktory mé najmensi prvok 0, najvacsi 1 a v ktorom
mé kazdy prvok @ komplement, t. j. taky prvoka’,zea A ' =0,a va' = 1.
Booleova algebra je d-uplnd, ak kazda postupnost {a,}*, mé najmensie
horné ohraniéenie Vay,.

Komutativna grupa ¢/ sa nazyva komutativnou I-grupou, ak je sticasne
zvazom a ak v nej plati implikdcia x < ¥ = « + z < y + 2. Komutativna
l-grupa je O-tiplnd, ak kazda zhora ohrani¢end postupnost {a,}>, md
najmensie horné ohranié¢enie Va,.

Désledok 1. ([1], kap. X, §10, veta 12). Nech S je o-tplnd Booleova
algebra. Potom pre vSetky x, e S(n = 1,2,...) a vSetky z € S plati

z2A(Vzn) = V(z Azn)

n n

Dokaz. Polozme a—b =a Ab’. Stac¢i, ak dokazeme (1), (2), (3).
Predovsetkym

a — Van = an(Vau) = an(Va,) = V(ara,) = V(@ — an)
teda plati (1). Dalejnechz =y, 2 A ¢y =2 —y<u—u=uAru =0.

Potom
x = (xAY)V(2AY') = yv(zAY') = yv0 = y.

Nakoniec nech x < y. Potom
ZAY — 2AX = 2AYA(2AZ)" = 2AYA(Z'AT") = OV(zAYAZ') S yva' =y —x
teda plati aj (3).



Désledok 2. ([1], kap. XIV, §10, veta 18). Nech S je d-uplnd, komu-
tativna l-grupa. Nech {,},> | je takd postupnost prvkov z S, Ze existuje Vi, .

Potom
Vxn = Mi{zAx, )
n

Dékaz. V tomto pripade kladieme a—0b =a + (—b), kde —b je
prvok opaény k prvku b. Opat sta¢i dokdzat (1) — (3). Nech existuje Va,.
Potom Va, = a, pre vsetky n, teda a — Vap, < a — a, pre vietky n.
Na druhej strane, ak ¢ < ¢ — a, pre Véetky n,taka, < a—c pre vsetky n,
odkial dostavame, ze Va, < a — ¢, Gize ¢ £ a — Vay,. Vidno, ze a — Van
je najvicsim dolnym ohraniéenim postupnosti{a — an}2 1, t.j.a — Va, =
= !\ (@ — an).

Dalej, ak 22y, x—y =u—u=0, tak = y a stcasne = < 5,
teda z = y. Nakoniec nech z < y. Potom

(zAy) + & = (2 + 2)A(y + 2) = (2 +YAE + y) = (2A2) + ¥
odkial
Nl ZAL = Y 7.
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