ULOHY PRE PRACU MATEMATICKYCH KRUZKOV

Rubriku vedie Vojtech Filo, Piestany, Lic¢na 14; Glohy spolu s rieSeniami prosime
posielajte na jeho adresu.

Uloha A7 (autor P. Bartos).
Nech 7 je kladné redlne a m prirodzené ¢islo. Potom plati

(n + m) - om+1pm

m = nm 4+ m!

a rovnost plati len vtedy, ked n = m = 1.
. ; 2 22 .1

Dékaz: Pre n = m-= lmame( 1 )— T TR
znakom rovnosti. Pre m > 1 mame podla vety 1a2 (n + m) (n +m—1) ...
wont+m—m—1) = 2"11/'&'"4‘.;7;!_ a rovnost by mohla platit len vtedy,
ked n = m a stéasne n = m — 1, ¢o je nemozné. Plati teda vidy ostrd
nerovnost. Dalej podla prvej vety nm 4 m! = 2V nmm! a podla vety 2
m+m) m+n—1)..[n+m—m—1)] (n™ + m!) > 2m+ipmpy! od-
kial vyplyva dokazovand nerovnost pre Iubovolné n a m > 1. Este treba
tito nerovnost dokazat prem = 1an # 1. Av8ak znerovnosti (n — 1)2 > 0,
n+ 1 22p1,

1 ) "l L1
a teda dokazovand nerovnost i teraz plati. Tym je tloha dokdzana.

, ¢o zrejme plati, a to so

ktora teraz plati, vyplyva (n + 1)2 > 4n, tedan + 1 = (

Poznédmka7.1. Pred preberanim tejto tlohy treba zaviest definiciu ( Z )

pre redlne n a nezdporné celé m takto:

I ( g) = 1 pre kazdé redlne n,
9 nA L nn—1) ... (p—m | 1)
\m] m!
rodzené m. .
Ak to urobif nechceme, treba vo vyrobku »n obmedzif na prirodzené &isla.

pre kazdé redlne n a kazdé pri-

Poznamka 7.2. Nerovnost mozno pisat aj vo forme

n 2m+1(n — m)m
e

. g +W’ n, m, prirodzené ¢islo a ulohu zadat v tejto forme.
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Uloha A8 (autor P. Barto3).
Dokézte, ze pre kazdé prirodzens &islo n plati

2
(271,)g 22n
n n+1

pridom rovnost plati len ked » = 1.

2 2
Doékaz: Pre n =1 médme (1) = 2?, ¢o je spravne. Pre n > 1 pouzime
nerovnost z ilohy Al voliac a; = 1, a, = 2, ... a, = n. Vtedy plati (len

ostrd) nerovnost
1+2)2+3)...n—14+n)(n+1)>27.1.2...7
Nasobme obe strany é&islom 2.4.6 ... (2n —2).2n .27 . n!

Dostaneme (2r)! (n 4+ 1) > 227(n!)?,
odtial

(2n)! g (2n) 22n
>

(n!)2 n—+—l’clze n n+1

Tym je tvrdenie dokézané.

Uloha A9 (autor P. Bartos).

Ak a, b, ¢ st kladné éisla, tak—ﬁlz(a +2b+¢)(b+2c+a) (c+2a+b) =
= —;—(a + b) (b + ¢) (c + a) = abe, priGom rovnost plati len vtedy, ked
a =b = c (a to v oboch znakoch stdéasne).

Do6kaz: Podla vety 1.

a+2b+c=(a+b)+(b+c)=2V(TzT—b)(b+c) (rovnost pria + b =
= b + ¢, teda a = ¢)

b+2c—|—a=(b+c)+(c+a)=2V(b+c)(c+a)(rovnosﬁpria:b)'
c+2a+b=(c+a)+(a+b)=2V(c+a)(a+b)(rovnosﬁ pPri b = ¢)

Podla vety 2 mame potom prva éast dokazovanej nerovnosti. Druhé ¢ast
nerovnosti plati podla #lohy A1 pri volbe a; = a, az =b, a3 =c¢, n = 3.

Poznimka 9,1. Nerovnost plati aj pre nezaporné ¢isla a, b, ¢ s nezme-
nenou podmienkou rovnosti.
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