
0 exponenciAlnej a logaritmickej funkcii
BELOSLAV RIECAN, Bratislava

V komentaroch pre vyucovanie matematiky na gymnaziach podia 
ucebnic SVS sa na niekolkych miestach spomina moznost zavedenia elemen- 
tarnych funkcii pomocou nekonecnych radov. Taka definicia by bola zvlasf 
vyhodnd pri goniometrickych funkciach, pretoze by zdoraznila, ze napr. 
sinus je realna funkcia realnej premennej. V tomto prispevku ukazeme, ako 
mozno jednoduchym sposobom pomocou nekonecnych radov definovaf 
exponencialnu funkciu.

Pravdaze, v stredoskolskej praxi fazko budeme mocf pouzif podobny 
pristup, takze tento clanok ma zmysel skor odborny ako metodicky. Na- 
proti tomu od citatela nepredpokladame specialne vedomosti, takze clanku 
by mohli porozumief aj ziaCi III. triedy gymnazia.

1. Nekonecne rady

V tejto casti sa dotkneme dvoch otazok: d’Alembertovho kriteria kon- 
vergencie a sucinu nekonecnych radov. D’Alembertovo kriterium je vse- 
obecne zname, musime ho vsak znovu a starostlivo dokazaf, aby sme v jeho 
dokaze nepouzili existenciu exponencialnej alebo logaritmickej funkcie.

Veta r (d’Alembertovo kriterium). Nech {an}n = i je taka postupnost 

kladnych cisel, ze lim — < 1. Potom nekonecny rad ^ konverguje.

Dokaz. Pretoze lim
«->-00

®n+i
an

n = 1

< 1, existuje take cislo q, ze 0 < q < la

tlr
^ 2

pre vsetky n m. Teda

am+2 ^ qam+i ^ q^am 

am+3 ^ qam+2 ^ q^am
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Pre ciastocny sucet ^ aj = ai -)- aa + • • • + (kde n ^ m, p = n — w) 

potom mame
n m — 1 m -V p m — 1 p

tti = ^ «« + .Z = Z .Z ""
i = 1 i = 1

1 \—qV m— 1 amq— Z ”i-----— Z “1“ Te=l I—? i=l 1

(V pripade, ze 0 < g' < 1 totiz plati 1 —qv < 1.) Pretoze postupnosf
i n 100

ciastocnych suctov I ^ aA jeneklesajuca aohranicenazhora, nekonecny
vi = 1 in == 1

00

rad ^ Ui konverguje. 
i = 1

(V dokaze predoslej vety sa obvykle pouziva znama skutocnost, ze geo- 
metricky rad s kvocientom qE (0,1) konverguje. Tak sme to vlastne urobili 
aj my a v tomto dokaze sa nepouzila existencia logaritmov. Pravda,

00 GjQ
obvykle sa dokaze navyse, ze ^ ao?” = ------, a to na zaklade vztahu
lim ?”==0(|g'| < l).Ak dokazu posledneho vztahu sa pouzije existencia
«-voo
logaritmov.)

Siicin nekonecnych radov uz nie je natolko znamy. Ujasnime si jeho
00 00

defimciu. Majme dva nekonecne rady ^ an, Z vynasobili.
n = 0 n — 0

utvorime sch^mu
do^o) > ■ ■ •, > • • •
dlfeo ) ) 0^162 ? ^163 ) • • • ) 5 • • •

O'lbl, <*2^2) ®2^3 5 •••>®2^n) •••

®3^0> ®3&1) (*3^2) ^3^3) •••)®3^Wj •••

djj^o, ttnbi, anl>2, (^nbi, • • •, » • • •
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Sucin nekonecnych radov by mal obsahovat vsetky cleny uvedenej 
schemy. Pri scftani ich usporiadame tak, ze zacneme z laveho horneho rohu 
a postupujeme po uhloprieckach, teda

“b (®i^o ®o^i) “b (®2^o “b ^*1^1 "b ^0^2) “b (^3^0 H“ -b
Uxhx + doh^) 4 “b ••• “b b

Definicia. Sucinom nekonecnych radov ^ an ^ bn rozumieme neko-
n = 0 71 = 0

00

necny rad ^ Cn, kde
n — 0

00

Cn = dnbo -b dn^xhi -b • • • 4“ “b a^hn — ^ dn-ihi

Veta 2'. Ak ^ 0, 6^ ^ 0 (w = 0, 1, 2, ...) a rady a„, ^ 6^ konver-
ji = 0 « = 0

gujii, potom ich sucin ^ konverguje, pricom
n = 0

00 / ^ \ I ^
X ~ I S ( X

I = 0 \w = 0 / \n = 0

Tato veta je dokazana napr. v knihe I. Kluvanek, L. Misik, M. Svec; 
Matematika II.

00 j °° 1
Priklad 1. Vynasobme nekonecne rady ^ ~ ^ X o “ • ^ oboch pripadoch

n — O^ w=0

ide o geometricky rad s kvocientom 1/2, teda konvergentny rad, pricom
00 1 1
y — = - -- - = 2

1_A

2
(Tento priklad sluzi len na objasnenie pojmu, nebudeme ho v d’alsom po- 
uzivat.) Marne

Cn ~ dnbo 4“ dn-ibi 4- • • • 4“ dn^ihi 4- • • • -b =
_ll 1 1 1 + l

Z predoslej vety teda dostavame, ze X ~ X 4n-i je konver-

gentny, pricom
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y _^_±± = ( y - / y ^ \ = 2.2 = 4
2«; 2^/

Priklad 2. Vynasobit nekonecne rady ^ 

zisti pomocou d’Alembertovho kriteria.) Marne 

Co = doho = 1.1 = 1

3»
^ p (Konvergencia sa

0 w

Cl — ai6o + ®o&i — • 1 + 1
3

T!
5
1!

C2 — dJjQ “b tto&2 — ".
22
2!

2 3
1 + ■ j r +1

32
2\

22 + 2.2.3 + 32 (2+3)2
2! 2! 

C3 = a^bo + 0^261 + ffi&2 + dob 3 =
22
3!

_ 52 
“ 2T'

1 +
22
2\

2 32
1! ■ TT +

+ 1
32
3!

22 + 3.22.3 + 3.2.32 + 32 (2 + 3)2
3! 3!

52
3T

5”
Per analogiam c^ = -7 , teda

I
5«

0 n\
I y / y\« = 0 / \n = 0 nl )

Posledny vztah by nas mal inspirovaf k definicii exponencialnej funkcie
,)f °° 2”napr. e2 ~ ^ 1^ pod.). Pripomenme este, ze vety 1', 2' platia nielen

i w = 0

pre rady s nezapornymi clenmi, ale aj pre rady ^ pre ktore su ^ \dn\
n = 0 w = 0

konvergentne (tzv. absolutne konvergentne rady).

2. Exponencialna funkcia s prirodzenym zakladom 
a prirodzeny logaritmus

00 j
Pomocou d’Alembertovho kriteria lahko zistime, ze rad Y —. konver- 

guje. To nas opravhuje k nasledujucej definicii.
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Definicia. Znakom e budeme oznacovat siicet nekonecneho radu V — 

Pre ilustraciu mozno e priblizne vypocitat. Napr.

1
S, 1

1
iT ... +

5!
2,716

--- I -- 6 --- Ss 1 1 , _ 1 /i 1 1 \
6 !' ^ Tr ^ ~ 6T \ ^ T ^ 8.7 + • • • j

,+L+l ......
6! \ ^ 7 ^ 72 ^ / 6! 1

~~Y
6.6!

< 0,0002

xn
Je tiez zrejme, ze rad ^ ^ konverguje absolutne pre kazde xe R.

“0 ni

Definicia. Pre kazde xe R definujeme
x^

0 n!
Oznacenie ma svoje vyhody, ale aj nevyhodu spocivajucu v tom, ze 

tym istym znakom oznacujeme cislo ako aj funkciu {[a;, y]; y = e^j 
nabodudajucu v bode x hodnotu e^. My budeme v d’alsom tiito funkciu 
oznacovat znakom x-> e^, jej hodnotu v bode x znakom e^.

Veta 1.
1. Pre vsetky x,y E R je . eV.
2. Pre vsetky a; g -K je > 0 ; = e.
3. Funkcia x-^e^ je rastuca.
Dokaz. Rovnost . ev dokazeme podobne ako sme v priklade 2

00 CO <xi yV.

dokazali, ze . e^. Nech V Cn je sucinom radov Y —-- a V —-
n=0 n=0 '^! n=0

Potom

x'^. _ 1 , y , , vY , -I 2/” _
Cn — —r • 1 + ---------yrr -vt’ + • • • + -7—------r^- - . + • • • + 1 • —r —n\ {n —1)1 1! {n — ^)! ^! ni

1
= ---1 x^ 

n\
n\

(% — 1)11!
x'”'~‘̂y + • • •

n\
{n — i) !i!

X^-iyi . _p ^”)=

^x'f’’ + ^ x'^~^y + ... + ^ ^ ^ x^~^y^ + • • • + 2/”) —
1

ni, + yY
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Preto podia vety 2' je

e^+y E
{x + y)’

n\

RovnosI — e je zrejma. Ak je a: ^ 0, tak = J -f ^ 1>

teda > 0. Ak je a; < 0, tak 1 = gO _ ^x-x — _ g-a;_ Pretoze > 0,
je aj > 0.

Ak X < y, tak y — z > 0, teda ev . e~^ — eV~^ = 1 d—— jy --- + 

+ ... > 1, teda ey . e~^ > 1. Odtial vyplyva, ze ey — ey . e~^ . > e^.
^x

Dosledok.
ey

e^-y.

Dokaz. e^ = e<^x-y)+y = ^(.x-y) . gy.

Veta 2. Funkcia a;-> je spojita v kazdom bode xe R.
Dokaz. Najprv dokazeme, ze a; -> je spojita v bode a: = 0. Nech e > 0. 

e
Zvolme 5 <

qx — go

1 + e
0 < (5 < 1. Nech I a; I = I a; — 0 I < Potom

i + Tr+ ••• —1 S E £ E '5” s -r^ <
n=l n\ n=l 1—d

e.

Nech XqE R je teraz lubovoln^. Podia predosleho k lubovolnemu e > 0 
existuje (5 > 0 tak, ze pre vsetky z, pre ktore \ z \ < d, plati

e^ — 11 < eXo

1 I <6^0.-----= e
eXo

Nech I a; — Xo\ < d. Potom

I qX __  gXo I = gXo I qX-Xo

Veta 3. Mnozina hodnot funkcie a:-> je = (0, oo).
y

Dokaz. 1. Nech y ^ 1. Potom 6^ = 1 + -yy + ... > y. Na druhej strane

teda
eo = 1 ^ y,

= y = 6^-

Teraz pouzijeme tzv. Bolzanovu—Cauchyho vlastnost spojitych funkcii, 
o ktorej sa hovori napr. v ucebnici matematiky pre III. rocnik SVS: Ak/je
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spojita V intervale {a, 6> a f{a) ^ c ^ f{b), tak existuje t e {a, b}, take, ze 
f{t) = c. V nasom pripade je f{x) = e^, a = 0, b = y, c = y. Preto existuje 
take teR (dokonca t e < 0, y}, ale to nie je podstatne), ze e* = y.

2. Nech 0 < ^ < 1. Potom — >1, existuje teda t take, ze e* = —. To ale

znamena, ze y — e-= p-t

Dokazali sme teda, ze funkcia x-> je prosta a zobrazuje mnozinu R = 
= (— 00, oo) na mnozinu = (0, oo).

Definicia. Funkciu inverznu k funkcii nazyvame prirodzenym
logaritmom a oznacujeme znakom In, teda y = \nxo x — ev.

Z definicie In vyplyva, ze a; = Definicnym oborom funkcie In je
mnozina R^ = (0, oo), oborom liodnot mnozina R = (—oo, oo).

Veta 4.
1. Pre vsetky x, y e R^ je In xy = \n x
2. In 1 = 0, In e = 1.
3. In je rastuca funkcia.
4. a; = In e^.
Dokaz.
1. a; = y = = gina;+iny

Na druhej strane xy —

In y.
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2. = 1, el = e.
3. Nech X < y. Keby In a; ^ In y, tak by a; = ei“^ ^ = y.
4. Ak do vztahu — y polozime y — e^, dostaneme e^ = ei°®"'.

3. Exponencialna funkcia a logaritmicka funkcia 
s lubovol’nym zakladom

Exponencialnu funkciu treba define vat tak, aby platilo: mocniny umoc- 
nujeme tak, ze exponentov vynasobime. Pretoze a = e^"®, vidno, ze je 
prirodzene definovaf

Definicia. Pre a > 0, x e R definujeme = e® ®.
Veta 5. Nech a 1, a > 0. Potom
1. a^+y = . ay pre kazde x,y e R.
2. Mnozina hodnot funkeie x->a^ je interval = (0, oo).
3. «! = a, a° = 1.
4. x-> je rastuca pre a > 1, klesajuca pre a < 1.
DoJeaz.
1. . ay = ^ . ey ^ — e^^+^) in a = a^^y.
2. Zrejme a^ > 0. Nech y > 0. Podia vety 2 existuje take ue R, ze 

gM _ y Polozme X = w/ln a. Potom = ga: ina _ gw _ y Tvrdenie 3 je 
zrejme.

4. Nech napr. a > \,x < y. Potom In a > In 1 = 0, teda a; In a < y In a, 
V dosledku coho = e^ ® < gi/ in ® = ay.

Pozndmka. Z vety 5 vyplyva napr. existencia %-tej odmocniny z kladneho 
cisla a. Je to cislo ah”.

Veta 6. Nech a ^ 1, a > 0. Potom {a^y — a^y.
DoTcaz. Najprv si uvedomme, ^e In a^ = In e^ i”® = a; In a. Preto (a^)" =

= g2/ Ina^ — Qxy Ina = a^V.

Definicia. Nech a > 0, a ^ 1. Inverznu funkciu k funkeii x^a^ budeme 
znacit znakom log^, teda y — log^ xo x = ay\ x = aioS"^.

Veta 7. Nech a > 0, a 7^ 1, 6 > 0, a; lubovolne. Potom loga = x loga h.
Dokaz. = (a = a^ odkial loga = log<i a^ ^ =

= X loga b.

Veta 8. Nech a > 0, a 7^ 1, 6 > 0, 6 7^ 1, a; > 0. Potom

Dokaz. logft X

1 logb a;
loga a; -= --------log&a

log{, a = loga X . logs a
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Veta 9. Nech a > 0, a ^ 1. Potom
1. loga xy = loga X + loga y pre vsetky x, ye R+.
2. loga 1=0, loga a=\.
3. Funkcia x^ loga x je rastuca pri a > 1, klesajuca pri a < 1.
4. loga®"" = X.

Dokaz. Vyplyva z vety 4 a vety 8.

Pozndmka 1. Spojitost funkcie x-^ vyplyva z vety o spoji-
tosti zlozenej funkcie, spojitost loga vyplyva z vety o spojitosti inverznej 
funkcie.

Pozndmka 2. Dokaz toho, ze derivacia funkcie x-^ je sa robieva
qX __ \
---------= 1. To dokazeme lahko. Nech e > 0.obvykle pomocou vztahu lim

*-*•0 ^

Zvolme 5 <
e+l

, (5 < 1. Nech I a; I = I a; — 0 | < d. Potom

e^ — 1 X a;2 x^
— 1 

X
— ------ 1------------------ b ...2! ^ 3! ^ 4! ^

^ (5 + (52 + (5^ + .., I —6 < e.
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