ULOHY 0 StSTAVACH PRAVIDELNYCH MNOHOUHOLNfKOV
NA KRUZNICI A ICH APLIKACIE V DOPRAVE

JAN CERNY, Zilina

1. Uvod

Na obr. 1 mame znazornenu siet troch liniek mestskej dopravy: cislo
lzAcezCa”doG,cislo2zBcezC&EdoFacislo3zZ)cezCdoE.
Vozy linky | premavaju v pravidclnych 12-ininiitovych intervaloch, linky 2
v 8-mimitovych a linky 3 v G-miiiutovycli intervaloch. Doprava na usekoch
yIC, BC, CD, EF a EG je potom celkom pravidelna, kyin na iiseku CE nie.
Cestujuci, ktori cestujii len na tomto iiseku, a teda mozu pouzit voz ktorej-
kolVek linky, inusia raz cakat viac, inokedy menej.

Nech by odchody zo stanice C smerom na E boli taketo:

Linka 1: 6.00, 6.12, 6.24, 6.36, ...

Linka 2: 6.00, 6.08, 6.16, 6.24, 6.32, 6.40, ...

Linka 3: 6.02, 6.08, 6.14, 6.20, 6.26, 6.32, 6.38, ...
Intervaly medzi vozmi na tomto iiseku by potom boli (v mimitach) 0, 2, 6, 0,
4,2,2,44,0,2,6,0,4, 2,2, 4,4,... Vidime, ze skupina0, 2, 6,0, 4, 2, 2, 4, 4,
ktora dava v siicte 24 = [6, 8, 12]*) sa tu (pochopitelne) opakuje a svedci
o vel'kej nerovnomernosti v odvoze cestujiicich na iiseku CE, a tyrn gaj
nerovnomernosti vytazenia jednotlivych vozov.

Ine mozne riesenie cestovnych poriadkov je taketo:

Linka 1: 6.03, 6.15, 6.27, 6.39, ...

Linka 2: 6.01, 6.09, 6.17, 6.25, 6.33, 6.41, ...

Linka 3: 6.00, 6.06, 6.12, 6.18, 6.24, 6.30, 6.36, 6.42, ...
s opakujiicimi sa intervalmi medzi vozmi na iiseku CE 1, 2, 3, 3, 3,3, 2, 1, 6.
Toto riesenie sa zda byt lepsie, a to napriklad preto, ze interval medzi naj-
blizsimi po sebe idiicimi vozmi Je tu najmenej 1 mimita a nie 0, ako v pre-
doslom pripade (nulovy interval medzi vozmi je skutocne nevyhodny, vozy
sa nevojdii na zastavku a zadny ide prazdny). Ak vsak chceme odpovedat
na otazku, ktore riesenie je najlepsie, musime si presne stanovit

1. ake cestovne poriadky mozno uvazovat, t. j. aka je mnozina pripust-
nych rieseni;

*) Symbolom [«!, ai, ..., @] oznacujeme najmensf spolocny nAsobok cisel
(tl, (tz, ..., Or-
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2. co Je kriteriom kvality riesenia, «. j. ako pozname, ze riesenie je naj-
lepsie.

1. Za pripustny cestovny poriadok budeme povazova” tri aritmeticke
postupnosti casovych udajov v hodinach a minutach, pricom diferencie su:
pri prvej di = 12, pri druhej <2 = 8, pri tretej = 6 minut a prvy clen
i-tej postupnosti je medzi 6.00 a 6.00 + di.

2. Ak potom z tychto postupnosti vytvorime jednu, usporiadanii j)odra
vefkosti, za kriterium kvality riesenia budeme povazovaf minimum z roz-
dielov po sebe nasledujucich cleriov tejto postupnosti, t. j. minimalny
interval medzi vozmi na liseku CE. Cestovny poriadok bude tym lepsi, cim
je toto cislo vacsie.

1 ked ulohu uz mame vlastne matematicky formulovami, prevedieme
si ju na formu, pristupnejsiu skumaniu. Uvazme kruznicu dizky 24 = [6, 8,
12j. Zvolme na nej bod, ktoremu priradime eas 6.00 hodin, pocinajuc tymto
bodom si rozdelme kruznicu na 24 rovnakych dielikov dizky law sinere
hodinovych ruciciek prirad'me deliacim bodom easy 6.01, 6.02, ... Keby sme
takto pokracovali do nekonecna, je zrejme, ze casom, lisiacim sa 0 24 mimit
by zodpovedali rovnake body.

Zvolme si z deliacich bodov tejto kruznice

1 dva body AW\ a A12 tak, aby AL1A12 = 12 (t. j. aby tvorili ,,pravi-
delny 2-uholnik®);

2. tri body 72,1, ~2,2, ~23 tak, aby A2.17™M22 = -422723 = 8 (pravidelny
trojuholnik);

3. styri body A3j,..., A34 tak, aby tvorili pravidelny stvoruholnik,
stvorec.

Na ohr. 2 vidime vysledok takeho rozmiestenia (optimalny).
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Body Ai®j pine urcuju odchody i-tej liriky a iiaopak. Podobne aj mini-
malna vzdialenosf dvoch bodov sa rovna minimalnemu casovemu rozdielu
vspolocnej postupnosti odchodov. Vyriesit nasu lilohu znamena tedavpisaf
do celociselnych bodov kruznice dlzky 24 pravidelny 2-uholnik, 3-uholnik
a 4-uholnik tak, aby minimalna vzdialenost dvoch susednych bodov bola
maximalna. Ulohu mozme formulovat aj vseobecne, pricom vynechame nie
prills podstatnu poziadavku celoclselnosti:

Zakladna uloha

Dana je kruznica k = (*S ; r) a prirodzene cisla mg, s > L
do k pravidelny mi-uholnlk,G/1 «vo) pravidelny Ws-uhol-
nik.c/s 11 tak, aby cislo d{.s”*u ....V*) == d= min Ai,jAj-j
bolo maxiinalne, pricom i1,I=1, ..., =1 ..., mf, j =\, AN}

Poznanienavame, ze poziadavka | i je v poriadku, pretoze minimalna
vzdialenost d sa nadobuda skutocne vzdy medzi bodmi dvoch roznych
mnohouholnikov a nie medzi dvoma bodmi toho isteho mnohouliolnika.

KaMii sustavu ja/i, vpisanu do k (pricom pre vsetky i je
pravidelny mj-uholnik) nazveme riesenim. Ak naviac minimalizuje
d (j/i, nazveme ju optimalnym riesenim.

K aplikacii zakladnej lilohy prichadzame zvacsa v tych praktickych
situaciach, ked viacere deje prebiehaju v pravidelnych rytmoch, ale s roznou
frekvenciou a cast svojho vplyvu sustreduju na jedno miesto, alebo na
jedno miesto kladii poziadavky.
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Priklad

Uvazujme smerove kol'ajisko zriad'ovacej stanice z ohr. 3. Zo zvaznehn
pahrbku sa tu spiisfaju vozy na jednotlive kolaje podia nasledujuceho
urcenia. Cast z nich zostava v stanici (vozy do depa, na vlecky a pod.)
a cast, zhromazdovana na tzv. smerovych kolajach, odchadza do inych
stamc. Na to, aby sa z voznov na smerovej kolaji utvoril vlak, treba vykonat
niekolko ukonov, pospajat, skontrolovat brzdu, spisat vozne atd. Tieto
ukony vyzaduju isty cas a nie je vhodne, aby ich bolo treba robit s viace-
rymi vlakmi naraz, pretoze by vyzadovali viac pracovnikov, alebo by
niektore vlaky museli cakat. Okamihy ukoncenia zhromazdovania voznov
na smerovych kolajach treba preto rozvrhniit co najrovnomernejsie, aby
medzi najblizsimi dvoma po sebe nasledujucimi bol co najvacsi odstup.

Tabulkd, |
Cfslo kolaje Pocgt vlakov  Odporucany ca.s ul_(oncenia
enne zhromazdovania
1 3 030 830 1630
2 2 930 2Po
3 230 1030 1830
4 4 000 600 1200 1800
5 4 200 800 1400 2000
6 3 430 1230 2030
7 3 630 1430 2230
8 2 330 1530
9 4 400 1000 1600 22/®
10 2 530 1730
11 3 [o0 900 1700
12 4 130 730 1330 1930
13 3 500 1300 2100
14 2 300 1500
15 2 700 1900
16 2 1100 2300
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Ak niame s takych kol'aji, pricom z i-tej kolaje odchadza za 24 hodin mi
vlakov a na kazdej kolaji sa ziada pravidelny rytmus, prichadzame opa4
k nasej zakladnej ulohe. Tu byva vhodne volit k s obvodom 24.

Napriklad v zriad'ovacej stanici Pferov-prave maine situaciu popisanu
V tab. 1, pricom v trefom stlpci uz mame riesenie ulohy, kde d— 1/2 h.
Na ohr. 4 vidime toto riesenie na kruznici k. Zvonku su cisla kolaji, zmitra
cas.

2. Niektore vlastnosti sustavy pravidelnych mnohouholnikov
vpisanych do kruznice

Poznamenavame, ze pravidelnym 1-uholnikom budeme nazyvat lubo-
volny bod kruznice, 2-uholnikom jej lubovolny priemer.

Lema 1. Nech mi a m: sii prirodzene cisla, nech [mi, mz] je ich najmensi
spolocny nasobok. Nech k = {8, or272;) je kruznica a nech Ai,i, ..., Ax,mi
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a Azj, Az,mz su vrcholy pravndelneho mi-iiholnika.ja/i a mz-uholni'ka,~2
vpisanych do k. Potoin

43/2) = niinyli,ir="

2[mi, m2]
1, mi
j—-1u .m
pricorn existujii  ,jas2 take, ze plati rovnost.

Dokaz tejto lemy je trochu zdihavy, preto ho v nasoni clanku neuvadzame.

Lema 1 nam priamo popisuje postup, ktorym mozeme ziskat optimalne
riesenie nasej zakladnej lilohy, ak s = 2: 1. Najprv stotoznime niektory
vrchol m-i-uholnika s niektorym vrcholom mz-uholn(ka, a potom mz-uholni'k
otocime ktorymkolvek smerom o o/2[mi;m2]. Zial', tento postup sa pre
s > 2 neda zovseobecnit. Nasledujuca lema nam da aspoh hruby odhad
pre \\ .. .als).

Lema 2. Nech k = {S', o/2jT) je dana kruznica a mi ™~ mz ... ~ m® su
prirodzene cisla. Nech J:/1, ...,s”*s je optimalne riesenie zakladnej lilohy.

Potom, ak oznacime m = mi + mA plati
-7 N ~ d(jfi, ~ min
s. [mi, ..., ms] \ 2[m.i, m2]
Dokaz. Oznacme n = [mi, ..., nig]. Pre mi = — mz = n dostaneme

optimalne riesenie nasej lilohy zrejme takto: w-uholnik ~1 umiestime na
kruznicu rubovolne a ~f+i ziskame otocenim v smere hodinovych ruci-
ciek o uhol i.0js. 7 Vtedy zrejme d{Adu iMg) = ojs . n. Kecize
vznikne z vynechanim n — mt vrcholov, nutned(“?a/i; ...;j”s) ™ ojs . n.
Lava nerovnost je dokazana.

Zrejme d(j3/i; ...;"s) N kdej/i,-~/" je optimalne riesenie
zakladnej lilohy pre mi a mz Podia lemy 1 je potom (i("i; ...leSZs) <
~ 0/2w-(mi; m2). Zostava nam teda uz len dokazat, ze d{j?/i", ...s/g) ~ ofm,
CO je vsak priamym dosledkom toho, ze siistava ma spolii m bodov. Lema je
dokazana.

Vratme sa teraz k nasim dvom prikladom. V prvom sme mali tUi == 4,
mz = 3, ms = 2 a nasli sme pravidelny 4-uholnik, 3-uholnik a 2-uholnik ako
na ohr. 2. Lema 2 nam ohranicuje d(j3/i ,~2"=—" 24/2.12 = 1, pre nase
riesenie plati rovnost, je teda optimalne. V druhom priklade sme nasli
J%/1, ...,jali6 ako na obr. 4. Podia lemy 2 d{j"i, N 24/46 = 0,52,
kym my sme dosiahli 0,50, co je iste vysledok velmi uspokojivy.

Siistavu pravidelnych mnohouholnikovijali, ...,s”s, vpisanych do kruz-
nice k tak, ze ziadne dva vrcholy siistavy nesplyvajii, mozeme charakteri-
zovat vektorom kde m = mi-f ... a—a cisla
dostaneme takto: Zvollme si lubovolny bod Ai,j siistavy a polozime ii = i.
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Ak uz mamo definovane (pricorn snie icli definovali ako prve
indexy vrcholov potom najdemc v smere hodinovych
ruciciek susedny vrchol Ai,j k vrcholu Airj* a polozime — i. Vektor
{ii, im) nazveme charakteristickyra vektorom sustawvy .,j/s.

Charakteristicky vektor sustavy urcuje, v akom poradi sa na kruznici
striedaju vrcholy jednotlivych mnohouholnikov sustavy, t.j., ze existuje
taky vrchol mnohouholnika ze k nemii susedny v smere hodinovych
ruciciek je vrchol mnohouholnika,a/ij, za atd’. Kazde i sa v charak-
teristickom vektore vyskytuje prave mj-krat. Podia toho, ktory vrchol je
ako prvy, by sustava mohla mat az m roznych charakteristickych vektorov
(jeden z druheho odvodene cyklickou zamenou). Charakteristickym vekto-
rom sustavy z nasho prveho prikladu je napriklad (1, 3, 2, 3, 1, 2, 3, 3, 2).

Na mnozine charakteristickycli vektorov si definujeme niektore zobra-
zenia do seba (unarne opeiacie):

0\ — cyklicka zamena,

o2 — Obratenie poradia zloziek vektora,

03 — vymena rovnako ])ocetnycli indexov — ak sa prirodzene cisla p di p
vyskytuju v charakteristickom vektore rovnaky pocet krat, nahiadime pri
tejto operacii vsade p cislom p a naopak.

Tak napriklad Oi(l, 2, 3, 4, 1) = (2, 3, 4, 1, 1), 02(1, 2, 3, 4, 1) =
=(1,4,321),0323,41) (13241

Dve sustavy s/x, .. .,,o/s, ™\, mm,  nazveme topologicky ekvivalentne
(jednej topologickej triedy), ak mozno charakteiisticky vektor jcdnej
previest na charaktei'isticky vektor druhej konecnym poctom operacii
0i—03.

Zaujimavu ulohu (zatial nevyriesenu) dostaneme, ak definujeme cislo
K{mx, ...,ms) ako maximalny pocet navzajom topologicky neekvivalent-
nych sustav z mi-uholnika '2/1, ..., Ws-uholnika s/s- Napjiklad plati
r(3, 3, 1, 1) = 2 a je hypoteza K{mi, mz) — 1 pre vsetky my, m=.

3. Problem algoritmu

Nasu zakladmi ulohu by sme mohli riesit v dvoch castiach:

1. topologickej — urcit topologickii triedu

2. metrickej — vybrat konkretneho predstavitela v ramci topologickej
triedy.

Optimalny algoritmus (v praxi sotva pouzitelny) je napriklad tento:
Prebrat vsetky topologicke triedy pre dane mi, ..., m* a v ramci kazdej
triedy najst reprezentanta s najvacsim d (napriklad metodou hladania
extremov funkcie s—1 premennych 12, ...,Is)kde  vyjadruje uhlove
natocenie i-teho mnohouholnika voci prvemu). Pochybnosti o praktickom
vyzname takehoto algoritmu sa tykajii najma jeho prvej casti, pri viicsom s
bude asi tazke vyld'adat vsetky topologicke triedy, ci uz pre ich velky pocet.
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alebo komplikovanu struktiiru. Uvedieme si jjreto algoritirms, ktory ne-
vedie vzdy k rieseniu optimalnemu, ale dava dobre vysledky. Uspesny byva
najma vtedy, ked je s pomerne vel'ke, kym n = \my, m”] pomerne male.
I V nasom druhom prlklade {s = 16, w = 12), sme nlm dosiahli pekny
vysledok.

Najprv si definujeme pojmy, ktore v nom budii hrat vyznamnu ulohu:
Predovsetkym vyslovime induktivnu definiciu tzv. pripustneho rozkladii
prirodzen4ho cisla.

1. Pripustnym rozkladom cisla n je kazdy vektor v = {rii, ..., Ug),
ktoreho zlozkami su prirodzene cisla = ... =Ug q.n\ =n.

2. Ak (wi, ..., Ug) je pripustnym rozkladom cisla n a (wi,i, ...,ni,g") je
pripustnym rozkladom nt, potom {ny, ni_i, ni,i, ...,ni,g", ni+i Uq)

je pripustnym rozkladom cisla n.
Pripustnymi rozkladmi cisla 6 su napriklad (3, 3), (2, 2, 2), (3, 1, 1, 1).

Lema 3. Nech Agq, ..., A,,_i su vrclioly pravidelneho w-uliolnika a necli
(a, Ug) je pripustny rozklad cisla n. Potom existuje rozklad mnoziny

= {Ao0, **, *n-i] na mnozinyja/j = {Ai,o, ..., i= tak,
ze bodyjafi su vrcbolmi pravidelneho %i-uholnika.

Dokaz lemy plynie priamo z definicie pripustneho rozkladu, indukciou cez
pocet pouziti casti 2 tejto definicie.

Vektor (wi, ..., Ug) nazveme %-pripustnym, ak existuju prirodzene cisla
Ughi, Tip take, ze {ny, ... Ug, ng+y, ..., rip) je pripustny rozklad cisla ri.
(Pripustny rozklad je teda specialnym pripadom w-pripustneho vektora.)
Nasledujiicu lemu uvedieme bez dokazu.

Lema 4. Nechmy, ...,  sudane prirodzene cisla. Nech n = [my, ..., mg]
a nech v* = (Wi,i, ...,ni,g"), i = 1, ...,t sii w-pripustne vektory, pricorn
{riy"y, ...,ny,g", ...,ni,g”") jc pcrmutaciou vektora {my,..., mg). Potom na
danej kruznici k — {S, 0j'In) existuje sustava z pravidelneho mi-uholnika
sly, ..., ms-uholnika jafg taka, ze d{s"y, ... jr/g) ™ ojt n.

Lema 4 nain umozhuje najsf riesenie (nie nutne optimalne) v dvoch
krokoch:

1. Z cisel my, ...,mg skombinovat co najmensi pocet [mi, ..., ms]-pri-
pustnych vektorov. Nech je tento pocet t.

2. Rozdelit kruznicu A na <. [mi, ..., m*] dielikov a zostavif z deliacich
bodov pravidelny mi-uholnik, ..., ms-uholnik.

Riesenie, ktore dostaneme, bude mat d ~ ojt . n.

Navrh rozpisu dob ukoncenia zhromazdovania zataze v zriadovacej
stanici Pferov-prave v tab. 1 je prikladom pouzitia spominaneho postupu.
Mali sme% = 12, f = 4 a pouzite 12-pripustne vektory boli (4,4,4), (3, 3,3, 3),
(3, 3,2, 2, 2), (4 2, 2, 2). Vidime, ze okrem posledneho su to vsetko aj
pripustne rozklady cisla 12.
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4. Niektore pribuzne ulohy

Kriterium, ktore sme pouzili v nasej zakladnej ulohe, nie je jedine,
s ktorym sa mozeme v praxi stretnut. Tak napriklad pri havrhovani cestov-
nych poriadkov mestskej dopravy sa moze ziadat, aby uhrnna cakacia
doba cestujucich bola minimalna, co podl'a [1] vedie na minimalizaciu
suctu stvorcov rozdielov raedzi po sebe nasledujucimi odchodmi. Toto
kriterium sa od nasho povodneho li'si, ako vidno na obr. 5. Ide o dva 2-uhol-
niky a jeden 1-uholnik na kruznici obvodu 24. Podia nasho povodneho
kriteria je variant b) lepsi, nakolko d = 4, kym pri a) je (Z = 3. Podia
suctu stvorcov je vsak lepsi a), pretoze 9 + 9 + 36 + 36 - 36 = 126 <
<16+ 16+ 16 + 64 + 16 = 128.

Obr. 5a.

K zaujimavej ulohe dojdeme, ked sa snazime minimalizovat celkovu caka-
ciu dobu v celej sieti (napr. na obr. 1), ale pripustime narusenie pravidelnosti
i na jednotlivych linkach. Touto problematikou sa zaoberaju prace [1] a [2].
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