MATEMATICKE OBZORY 7/1975

METRICKE GEOMETRIE II

MILAN HEJNY, Bratislava

6. Metricky priestor s predpisanou izometrickou grupou

V predchadzajucom odseku sme k danému metrickému priestoru (M, d)
hladali jeho izometrickti grupu. Teraz rieSime opac¢nu ulohu:

Dana je (abstraktna) grupa (/; najdite metricky priestor (M, d) tak,
aby I'(M, d) ~ G.

Symbolom I'"1(@) oznaéime triedu vietkych tych metrickych priestorov
(M, d), pre ktoré I'(M, d) ~ G.

%

Priklad 8. Najdite aspon jeden metricky

priestor (M, d) e ['"1(Z5).

Riefenie. V euklidovskej rovine zvolime b
6-bodovimnozinu M = A U B, 4 = {ai, az,
as}, B ={b, b;, b3} tak ako je nazmacené
na obr. 1.

4 je mnozina vrcholov rovnostranného troj-
uholnika, rovnako aj B. Oba trojuholniky
maju spoloény stred 0. Bod by lezi vnutri a
usecky a,a,, pricom jeho euklidovsksd vzdia- 0br. 1
lenost od bodu a; je 1, od bodu a; je 2. Nech
teraz d(z, y) je euklidovské vzdialenost bodov x, y € M. Potom d je metrika
na M (lebo je to indukovand metrika — pozri cvidenie 20). Tvrdime, Ze
opisany metricky priestor (M, d) patri do triedy I'-1(Z;).

Nech f: M — M, a; + a; + a3 +> ay, by +> b, + bz + by je ,,otocenie
o 120°. Potom zrejme fel'(M,d) a f3=1y. Plati teda {lp,f,f2} <
< I'(M,d). Dokaz bude ukonéeny, ak dokdZeme i obratent inkluziu;
lebo {ly, f, f*} ~ Zs.

Metrika d je explicitne popisand reldciami (cvicenie 51):

d(ar, @) = 3, d(ar, b)) =1, d(ay, by) = |/T,d(ar, bs) = 2,
d(bi, b2) = |I3; va,ye M; d(x, y) = d(fz, fy); plati M1 a M2.

(18)
Zvolme gel'(M,d) a uvazujme o bode g(a,). Predpoklad g¢(a,) € B
vedie 'k sporu s cvitenim 39: 2 = card k(a:, 3) = card k(g(a,), 3) = 0.

Preto nutne g(a;) € A. Nastdvaju tri moznosti:
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a) g(a1) = ay, potom g = 1, (cvicenie 52).

b) g(a1) = a», potom pre & = f2oge I'(J},d) plati h(a;) = a1 a podla
bodu a) je h = ly. Odtial g = f3og = foh = foly = f.

¢) g(a;) = a3, potom pre h = foge I'(3, d) plati k(a;) = a; a podla
bodu a) je & = 1y . Odtial g = f30g = f20h = f2olpy = f.

Cvic¢enia

51. Dokazte relacie (18).

52. Z g(ay) = a; vyplyva g = 1. (Rada: pouzite cvitenie 39.)

53. Do situécie (obr. 1) zavedieme komplexné stradnice tak, ze zaciatok stotc Zznime
so stredom 0, a; volime ako kladné a b, polozime do prvého kvadrantu. Ukézte, Ze potom

= 1 - : 1 e ;
aj = V3, az = 5 (— V3 4 31), = 5 (— l/f 33),
1 = . 1 e i :
b1=—(]/3 + 3), bz=.—(—]/3 An) by = —.
2 2
Vysledok pouzite na opéitovné overenie relécii (18).
Tabulka 2
54. Na mnozine M je dand metrika d’ tabulkou 2. diiilany: as i aa D D3t b
V tabulke ¢itame zvycajnym sposobom; napriklad e 0 8 8 5 6 7
d’(a;, by) = 6. Dokézte Ze d’ je skutotne metrika TS R | R S S T
a néjdite grupu I'(M, d). dat 8 U8 0 B h
55. Ukdzte Z%e pre uvedené dve metriky plati b, 65 /7 6. 0.9 9
d ~ d’. Co mo%no z toho dedukovat podla cvitenia 37?2 b, 6 5 7 6 0 9
e 06 b a9 D

Dokézali sme, ze trieda I'-1(Z3) je neprdzdna, lebo sme nasli dokonca
dva jej prvky — metrické priestory (M, d) a (M, d’), ktoré sa odlisuji iba
v metrike. VSimnite si, Ze metrika d je nazornda, ale metrika d’ je krajsia,
lebo neobsahuje neprijemné &isla typu 1/3_,.

Priklad 9. Zovseobecnenie prikladu 8. Néjdite metricky priestor
(M,d)eT""Zy), n = 3.

RieSenie. Na 2n-bodovej mmoZine M = AU B, A ={a, ..., an},
B = {by, ..., by} definujeme metriku d predpisom

d(z, ) = 0 pre vietky x € M
d(ai, a;) = 2n + 2, d(b;, b)) = 2n + 3 pre s #j
dai,bj)=n+2+4+j—1 pre j =t (19)
dlas, b)) =2n + 2 + j—1 prej < i

Potom I'(M, d) ~ Z,. Dokaz rozlozime do cviceni 56 az 61.
Cvicenia
56. Pre n = 3 je metrika (19) totoZné s metrikou d’ tabulky 2.
57. Predpisom (19) je dané metrika.

58. Zobrazenie f: M > M, dané predpisom f(a;) = a; 4, f(bi) = b;,, pre ¢ =
= Li..,n— 1, f(a,) = a1, f(bp) = b; jo izometria.

a5
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59.ge (M, d) = gla;) € A.

60. g(a1) — a1 = g — Ly (t. j. {aa} je repér).

61. g(a;) = a; = g = f~%. Odtial uz vyplyva I'(M, d) ~ Z,.

62. Na uvedenej mnozine M néjdite metriku d”’, ktora je indukovana euklidov-
skou metrikou (teda zovseobecnenie relacii (18)).

Vznikd prirodzend otdzka, hladat metrické priestory, ktorych grupa
izometrii je izomorfnd s grupami Zz x Z3, S3x Zs, As, Z, Q. R, GE(1), GE(2)
atd. Existuje univerzilna konstrukecia, ktord riesi vSetky tie pripady,
ked dand grupa nie je prilis velka; presnejsie, mohutnost grupy je naj-
viac ¢. Najst uvedent konstrukeiu — to su problémy 7 a 8. Presnu formula-
ciu davaju vety.

Veta 6. Ku kazdej konecnej grupe ¢ existuje metricky priestor (M, d) e
eI’ ~Y(@) tak, 7e card M = 2 card G.

Veta 7. Ak mohutnost grupy ¢ nie je vicsia ako ¢ (mohutnost kontinua),
tak trieda '-1(() je neprazdna.

Predpoklad kladeny vo vete 7 na mohutnost grupy ¢ je nepodstatny.
To znaéi, ze trieda I'-1((7) je neprazdna pre kazda grupu G. Dékaz uvedeného
tvrdenia sa robi pomocou tedrie grafov.

7. Dana je grupa (. Ak (M, d) e I'"1((), ¢o mozno povedaf o card M?

V tomto odseku sa obmedzime na koneéné grupy. Riesime otazku
polozentu v nadpise.

Veta 8. Nech (M,d)el'"1(F), G konetnd netrividlna grupa. Potom
existuje (M, d') e I'"1(G) tak, %e card M' = 1 + card M. -

Dokaz. Podla vety 2 existuje na M metrika d” ~ d tak, ze d”'(M) <
< (2, 3). Na mnozine M’ = M U {a}, a ¢ M definujeme metriku d’ pred-
pisom d' | M2 =d", d'(x, a) = 4 pre vietky x € M'. Zobrazenie d’ je sku-
toéne metrikou, lebo M1 a M2 st splnené evidentne a trojuholnikova
nerovnost M3 vyplyva z faktu, Ze stéet Iubovolnych dvoch ¢isel intervalu
(2, 4] je vacsi ako Tubovolné tretie ¢islo tohto intervalu. Ak teraz f e ['(M, d),
tak zrejme aj f'e ['(M',d’), kde f' | M = f a f'(a) = a. Na druhej strane
ak f'e I'(M', d'), tak f'(a) = a, lebo a je jediny z bodov w e M’, pre ktory
plati k(w, 4) = M’ — {w} (pozri tiez cvitenie 39). Preto potom f=f' | M €
e '(M, d). Zobrazenie I'(M, d)—T(M',d'),f— f' je grupovy izomor-
fizmus. Dokézali sme ['(M, d) ~ I'(M', d").

Veta 9. Ku kazdej kone¢nej grupe ¢ je mozné priradit prirodzené cislo
»(G) tychto vlastnosti
(i) v(M,d)el' (Q): card M = »(G)
(i1) vp = »(@)3(M,d) e I'"{(G):card M = p.

Doékaz — pozri cvicenie 63.
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Priklad 10. Vypocitajte ¢islo v(Z,), ak p = 3 je prvoéislo:

Riesenie. Podla vety 6 .jer » (Zp) < 2p. Ukézeme, Ze predpoklad
v(Zyp) < 2p vedie k sporu. Nech: teda existuje (M;d)eI"l(Zpl) tak, ‘ze
card M = m = 2p — 1;nech g je generétor cykl'ick’ej grupy @ ~ I'(M, d) ~
~ Zp. Ak z € M, tak orbita (@) = {f(«); f € G} mé bud p bodov, alebo je
]ednoboﬂova, (cvitenie 64). Pretoze G nie je trividlna, existuje a € M tak,
ze g(a) # a, apreto G(a) m4d prave p bodov. Pre I’ubovol’ny bod . ¢ M — G(a)
plati:' G(a YA Gy =0, a preto je G(y) ]ednobodova Mnozina M sa teda

skladé 'z p bodov a, g(a), g2(a), ..., gr(a)az dalsich p — 1 bodov by, ..., by_1
pre ktoré g(b;) = b;. Nech zobrazeme h: M — M je dané predplsom

h(by), = bz, b(b2) =5.ba, Mz) = 2 (20)

pre vsetk) x€E M —{by, ba}. S8 e :
Potom &k € I'(M, d) (cvi¢enie 65), a preto. ['(M, d) 5 Zy. Spor.

Cwicénia
3 &%

''63. Dokazte vetu 9. Sl ' i ;

64. Nech « € M. Potom orbita G(z), pre G'~ Z, mé bud 1, alebo p prvkov. Pred-
pokladame samozrejme, ze card M < 2p.

65. Zobrazenie & dane predplaom (20) je 1zometrxa (Vyuiite foho, Ze zobrazenie g
je izometria).

66. Na mnozine M card M = 17 udajte metrlku d tak, aby I'(M, d) Zp, kde
8)p=3.b)p=5c)p=T .

67. Nech p = 3 ]e prvocislo, ¢ = p2. Potom l(Zq) == 2.

68. Nech (M, @) je geometrlcky p1 iestor, G ~ Zy, a € M. Potom &islo n je nésobkom
¢isla card G(a). J ‘

69. Nech G = I'(M, d), a, be M. Ak st éisla card G(a), card G(b) nesﬁde,lit.el’né,‘
tak yx € G(a), vy € G(b): d(x, y) = d(a, b).

' 8. Zavislost medzi glupou ', d) a cxslom card d(M)

Pvedpoklada]me 76 je pevne dand koneénd mmnozina M = i @},
m = 2. Ku kazde] metrike d na M s priradené’ dva objekty: izometrickd
grupa I‘(U d); ktor odteraz budeme' znacit tieZ strucne I'(d) a ¢&islo
card d(M), ktoré budeme oznacovat T(d ). Najjednoduchsi vysledok o véﬁzb’e'
oboch objektov podéva “

,Veta 10. Ak je m = 2, takz( )r:laF(d T(M) ~ Zs.
Ak j je m = 3, tak plati

= o(d)i S l—,m(m;——r 1) A (21)
STy o 1 Ty A bl 5 22)
ﬂmg%~Ww—m+3»F@~ﬂ} ' (23)
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Dokaz. Zrejmé je prvé tvrdenie vety (pre m = 2), vztah (21) aj impli-
kécia = v (22). Zvy$né dve implikdcie odloZime do cviceni 70 a 71.

Pri pohlade na reldcie (22) a (23) sa zd4, ako keby medzi t(d) a I'(d)
bola akési ,,nepriama tmernost*‘; ¢im vacsie je ¢islo 7(d), tym mensia jé
grupa I'(d). Z uvedenych prikladov bude zrejmé, ze naSa hypotéza plati
iba v extrémnych hodnotich 7(d). Ako vyzera situicia vo vSeobecnosti,
neviem. Trochu svetla vrhne na problematiku analyza konkrétnych pri-
padov m = 3, 4 a 5. Pri analyze postupujeme takto:

1
1. zvolime prirodzené ¢ < 5 m(m — 1),

2. ndjdeme vSetky mozné metriky na M, pre ktoré z(d) = ¢,

3. ku kazdej takej metrike d ndjdeme grupu I'(d).

Neprijemné miesto postupu je bod 2, pretoze v nom treba uvazovat
o nekoneénom pocte metrik. No zdklade cviceri 22 (druhé tvrdenie) a 37 si
vSak pracu moézeme zjednodusit: bod 2 nakradime bodom: 2, nijdeme
vietky mozné metriky d na M, pre ktoré d(M)={t, t + 1, t + 2, ...,
2t — 1}, 7(d) = t. Takychto metrik je uz koneéne vela, pri¢om, samozrejme,
sa zoznam grup I'(d) prechodom 2. ~» 2’. nemeni. Bod 2’ postupu mozno
este dalej ekonomizovat. To robi

Veta 11. Nech (M,d) je metricky priestor (4 nie nutne koneénd)
a fe T(M) lubovolnéd transformacia. Potom zobrazenie :

d': M x M- R, (z,y) — d(f(x), f(y)) (24)

je metrika na 4 a plati I'(d) ~ I'(d’). Budeme oznacovat d’ = dy.

Dokaz je vykonany v cviéeniach 72 a 73.

1 ;

Definicia 6. Nech card M = m je korecné, { < 5 m(m — 1) prirodzené.
Systém D(M,t) metrik d na M nazveme charakteristickym systémom
indexu ¢ metrik na M, ak pren plati:

1.de DMty > d(M) = {8, ¢ +1,.:.,2—1}.

2. Ku kazdej metrike d’ na M existuje metrika d e D(M,t) a trans-
formécia fe T(M) tak, ze d’ ~ dy.

3.Akd,d e D(M, t), fe T(M),d" ~ dy, tak d = d*.

Bod 2', mézeme na zdklade vety 11 (a pouZivajlc jazyk definicie 6)
nahradit jednoduch$im bodom 2", ndjdeme charakteristicky systém indexu ¢
metrik na M.

Priklad 11. Nech m = 3. Potom zavislost grupy ['(d) od ¢isla ¢t = 7(d)
podéva tab. 3.



Pripady ¢ = 1 a 3 su dosledkom (22) a (23). Pre ¢t = 2 je D(M, 2) = {d},
kde metrika d je dand vzfahmi d(a,, a;) = d(a1, a3) = 2, d(a;, az) = 3.
Preto I'(d) = {1, f} ~ Z;,, pritom f: (a;, az, a3) > (a1, a3, az).

Tabulka 3
2ld) =1 = 1 2 3 ‘
l I(d) Sul g |

Priklad 12. Nech m = 4. Potom zavislost grupy I'(d) od ¢isla t = 7(d)
podava tab. 4.

Tabulka 4

d)=t= | 1 2 3 5 4 ‘ 5 6 1
A SR TS W P SISt S 3 MIEEN. TR Y ,.|
I'd) ~ S hZa 7 L S S {{1} 7, ’ ay | l

Doékaz tohto tvrdenia prenechame citatelovi do cviceni 74 az 80.

Cvic¢enia

70. Sporom. dokézte implikdciu += z (22). (Rada: existuja a, b, c € M tak, ze d(a, b) +
# d(a, ¢); existuje g € T(M) tak, ze g(a) = a, g(b) = c.)
: 71. Sporom dokézte implikéciu (23). (PouZite cvicenie 69.)

72. Zobrazenie (24) je metrika.

78. Oznacdenie ako vo vete 11. Zobrazenie T(M) — T(M), g f~1 g - f je vnutorny
automorfizmus grupy 7'(M) prevéadzajici podgrupu I'(d) na podgrupu I'(d’). Odtial
I'(d) ~ T'(@)).

74. Pripady t = 1, 5, 6 tab. 4 su désledkom vety 10.

75. Na mnozine M {a,, a,, as, as} je danych 5 metrik d, ..., ds; metrika d; je po-
pisanéd pomocou grafu ,,Graf i*‘ na obr. 2 takto:

Gl s T R R
O, o ] o
0\0 O\O

°
a4 02 a4 ds 02 ay 02 01 02

X
X

Graf 1 Graf 2 Graf 3 Graf 4 Graf 5
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vzdialenost di(a;, ar( (j # k) sarovna 3, ak v grafe ¢ vreholy a4, a; nie st spojené hranou:
v opa¢nom pripade sa tato vzdialenost rovna 2. Napriklad di(as, a1) = ds(az, as) = 2,
ds(as, as) = 3, Dokézte, ze D(M, 2) = {di, ..., ds}.

76. Pri oznaceni cvic¢enia 75 a oznaceni f, g € T(M). f : (a1, az, a3, as) > (az, az, ay, as),
g : (a1, a2, a3, as) > (az, a1, as, a3) plati: I'(dy) = {1, f, g-f-9, (f-9)3} ~ Z2 + Z,
D) ={L, f, 9. 0. 9 f. g-F 9. J-9f, (9f1} = 8, T(ds) = {1, f} ~ Z3, T(ds) ~
~ T, az, as}) ~ 83, T'(ds) = {1, (g -f)?} ~ Za.

77. Pre m = 4 existuje charakteristicky systém indexu 3 metrik na M, DM, 3);
tento systém ma 9 prvkov. Néjdite ho! (RieSenie, samozrejme, nie je jednoznac¢né,
staci, ak najdete jedno z rieSeni). Dalej ukézte, Ze pre tri z uvedenych metrik je I'(d) =
= {1}, pre 8tyri z uvedenych metrik je I'(d) ~ Z, a pre dve z uvedenych metrik je
I'@d) ~ Z; + Z,.

78. Pre m = 4 existuje systém D(M, 4) a ten mé prave 9 prvkov. Pre osem z tychto
deviatich prvkov plati I'(d) = {1}, pre posledny z nich plati I'(d) ~ Z,.

79. Tak ako obr. 2 popisuje systém D(M, 2), popiSte pomocou grafov systémy
D(M, 3) aj D(M, 4).

80. Dokazte tvrdenie vyslovené tab. 4.

Problém 7. Dokazte vetu 6.

Problém 8. Dokazte vetu 7.

Problém 9. Dokdzte, ze pre kazdé prirodzené m je v(Zam_2) < 4m.

Problém 10. Vypocitajte »(Z,) pre kazdé prirodzené n.

Problém 11. Néjdite a dokazte tabulku pre m = 5, analogicku tabulkdam
3 (pre m = 3) a 4 (pre m = 4).

Problém 12. Co mo#no povedat o ¢isle 7(d), ak a) ['(d) = {1},

b) I'(d) ~ Z,.

‘Témy na samostatnu précu

4. Hladat cislo »(() pre nekomutativne grupy . Odportcam zacat
s konkrétnymi pripadmi, napriklad A4 ¢ SL (2, 3); pokracovat studiom
celych tried takych grap, napriklad 4, ¢i SL(2, n). Symbolom SL(m, n)
oznacujeme grupu vsetkych matic typu m x m, ktorych prvky st z okruhu Z,
a ktorych determinant sa rovn4 éislu 1 € Z,,.

5. Ak sa v tabulke typu tab. 3 ¢i 4, v koléonke I'(d), ktora je uréend
¢islami m a t, objavi grupa @, potom ta ista grupa sa objavi aj v kolonkach
ur¢enych ¢islami m + Cosi, ¢ 4 Cosi. Tento fakt sa da empiricky pozorovat
na pripadoch pre m = 2, 3, 4 a 5.

6. Symbolom F(m, t) oznacime pocet réznych grip v kolénke urcenej
¢islami m a t; $tdium funkcie F(m, t) isto prinesie zaujimavé poznatky.
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