
0 POSTUPNOSTIACH PRIRODZENYCH CiSEL 
S ohraniCenym SUCTOM PRVOCISELNYCH DELITEEOV

PAVE L KO ST YRKO, Bratislava

V clanku [1] sa hl’ada najdlhsia postupnosf po sebe idiicich prirodzenych 
cisel, ktorych pocet prvociselnych delitel’ov nepresahuje dane cislo. Cla- 
nok [2] je venovany hladaniu najdlhsej postupnosti po sebe idiicich 
prirodzenych cisel, z ktorych kazde ma vel’kost svojich prvociselnych 
delitelov ohranicenii danym cislom. V tomto clanku podame riesenie 
problemu analog!ckeho problemom, akymi sa zaoberali prace [1] a [2], 
ktory sa vsak bude tykaf siictu prvociselnych delitelov clenov hladanej 
postupnosti. Ukazuje sa, ze metddy pouzite v [1] a [2] sa dajii pouzit aj 
V tomto pripade.

V dalsom buderne symbolom n{n) oznacovat, ako je zvykom v teorii
cisel, pocet vsetkych prvocisel mensich alebo rovnajiicich sa cislu n. 
Nech je rastiica postupnost vsetkych prvocisel a nech pre rt > 1 je
P{n) najvacsie prirodzene cislo s vlastnostou: Existuje P(?t)-clenna postup­
nost po sebe idiicich prirodzenych cisel, z ktorych kazde ma siicet vsetkych 
svojich prvociselnych delitelov mens! alebo rovnajiici sa cislu n. Existenciu 
cisla Pin) nam zarucuje skutocnost, ze postupnost, ktorej vsetky cleny 
majii siicet vsetkych svojich prvociselnych delitelov ^ n, neobsahuje 
cleny aritmetickej postupnosti kde p je lubovolne prvocislo
vacsie nez n.

Veta. P{n) — Pn(n)+i — 1- Pre kazde prirodzene n > I existuje prdve 
jedna P(w)-clenna postupnost s uvedenou vlastnostou, a to postupnost 
{1,2.........P{n)}.

Dokaz. Pre kazde prirodzene cislo a polozme /S(a) = (symbol ^ p
p\a p\a

znaci siicet vsetkych prvociselnych delitelov cisla a). Nech > 1 je 
prirodzene cislo. Dokazeme rovnost Pin) = p„(n)+i — 1- Ak m — nin), 
tak zrejme pm n < pm+i a pre kaMe j = 1, 2, .. . plati S ijpm+i) > n. 
Teda ziaden clen postupnosti {jpm+i}^=i nebude vystupovat v ziadnej 
postupnosti cisel s vlastnostou: Pre kazdy clen a postupnosti plati 
Sia) ^ n. Tym dostavame pre cislo Pin), pretoze aritmeticka postupnost
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ma diferenciu pm+i^ ohranicenie zhora: P{n) ^ pm^i — 1. 
V poslednej nerovnosti vsak plati rovnosf. Zistime to tak, ze dokazeme 
pre kazde a (1 ^ a ^ Pm+i — 1) platnost nerovnosti S{a) ^ n. Za tym 
ucelom uvedieme nasledujuce tvrdenia (A), (B) a (C).

(A) Pre kazde prirodzene r ^ 2 plati nerovnost 4r — 4 ^ 2'’.
Uvedenu nerovnost mozno lahko dokazaf matematickou indukciou

vzhladom na r. Tu jej dokaz neuvadzame.
(B) Nech r ^ 2 je prirodzene cislo a nech rii (i = 1, 2, , r) sii cele

cisla vacsie nez 1. Potom plati nerovnost

2 ^ — 4 ^ nitiz ... Tir (1)

Dokaz tvrdenia (B). Nech r je pevne zvolene. Dokaz nerovnosti (1)
r

vykoname matematickou indukciou vzhladom na I — I 2r. Ak
r 1

= 2r, tak pre kazde 'i — 1,2, ..., r plati m ~ 2 a nerovnost (1)
i=l
nadobuda tvar 4r — 4 ^ 2’’. Tato nerovnost je na zaklade tvrdenia (A) 
splnena. Nech nerovnost (1) plati pre I — 1 ^ 2r. Potom I > 2r a, niektore 
z cisel Ui > 2 {i = 1, ..., r). Mozeme bez ujmy na vseobecnosti pred-

pokladat Tif > 2. Pre ^ni — 1 = I

1)

1 na zaklade indukcneho pred- 

4 ^ Ui ... Wr_i(Wr— 1), odkial vzhladompokladu plati 2
t=i

na platnost nerovnosti 2 ^ ni ... nr_i vyplyva nerovnost (1).
(C) Nech a je prirodzene cislo, ktore ma aspoh dvoch roznych prvocisel- 

nych delitelov. Potom existuje prvocislo q take, ze

<S(a) ^ q < a (2)

Dokaz tvrdenia (C). Na dokaz pouzijeme nasledujucu Cebysevovu vetu 
(pozri [3], str. 137): Ak N je prirodzene cislo >3, potom medzi N a 2N — 2 
lezi aspoh jedno prvocislo. Nech q°[^ qr' kanonicky rozklad cisla a. 
Pretoze podia predpokladu r ^ 2 je zrejme S{a) — 1 > 3. Na zaklade 
Cebysevovej vety (ak polozime N = 8{a) — 1) existuje prvocislo q tak, 
ze 8{a) — 1 < g' < 2{8{a) — 1) — 2 = 2^(a) — 4. Z posledneho vztahu 
ihned vyplyva lava cast nerovnosti (2). Na dokaz pravej casti nerov-

r
nosti (2) staci dokazat nerovnost 2 ^ g'j — 4 ^ qi ...qr (pretoze 8{a) —

i=l
r

= ^ gi a g'l ... gr ^ 3*^ ••• 9r" = ®)- Platnost tejto nerovnosti vsak vyplyva
i=l

z tvrdenia (B).
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Pristiipme teraz k dokazu nerovnosti 8{a) ^ n pre kazde a, 1 ^ a ^ 
^ pm+i — 1- Ak a = 1, tak 8{a) — 0 < n. Ak a ma len jedneho prvo- 
ciselneho delitela p, tak S{a) = p ^ Pm ^ Ak a ma aspon dvoch 
roznych prvociselnych delitelov, tak platnosf-nerovnosti S{a) ^ n na- 
hliadneme nepriamo. Nech n < S{a). Potom vzhladom na tvrdenie (C) 
existuje prvocislo q take, ze platia nerovnosti n < 8{a) ^ q <. a. Pretoze 
n < q plati a < pm+i ^ q, co je spor.

V dalsom ukazeme, ze postupnosf {\,2, , pm+i — 1} jedina
{Pm+i — l)-clenna postupnost po sebe iducich prirodzenych cisel s vlast- 
nostou, ze pre kazdy jej clen a plati 8{a) ^ n. Na tento ucel pouzijeme 
nasledujuce tvrdenie zname z teorie cisel (pozri [3], str. 138): Ak N > K, 
potom V postupnosti prirodzenych cisel N, N + 1,.A + 2, , N K— 1
existuje aspon jedno cislo, ktore ma prvociselneho delitela >K. Z livah 
tykajiicich sa postupnosti {jpm+i}j=i j© zrejme, ze kazda {pm+i — l)-clenna 
postupnost s pozadovanou vlastnostou ma nutne tvar

l>Pm+l + Ij bpm+i + 2, ..., {b 1) Pm+l 1 (3)
kde b je cele nezaporne cislo. Staci nahliadnut, ze ked & > 0, potom 
pre niektory clen a postupnosti (3) plati S{a) > n. Polozme N — bpm+i + 1 
a, K = pm+i — 1- Podmienka N > K uvedeneho tvrdenia za predpokladu 
6 > 0 je splnena; z tvrdenia vyplyva existencia clena a postupnosti (3) 
s prvociselnym delitel’om p, p > K = pm+i — 1) odkial p ^ Pm+i, a teda 
S{a) > n.

Tym je dokaz vety skonceny.
Poznamka. V suvislosti s dokazanou vetou sa naskyta tento problem: 

Nech pre kazde prirodzene a cislo (T{a) urcuje sucet vsetkych kladnych 
delitelov a. Nech n je prirodzene cislo a R{n) najvacsie cislo s vlastnostou: 
Existuje i?(w)-clenna postupnost po sebe iducich prirodzenych cisel, 
pricom pre kazdy clen a tejto postupnosti plati a{a) ^ n. Urcte R{n), 
pripadne aj vsetky i?(w)-clenne postupnosti s pozadovanou vlastnostou.
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