0 iracionAlnych Clslach

TIBOR SALAT, Bratislava

Zakladne poznatky o iracionalnych cislach su spracovane v mono-
grafiach [3], [4]. V tomto informativnom clanku podame prehlad niektorych
zakladnych vysledkov z teorie iracionalnych cisel, hlavne vo vztahu k syste-
matickym rozvojom realnych cisel.

Pripravny odsek

V tomto odseku uvedieme niektore zakladne poznatky z teorie cisel,
ktore budeme v dalsom potrebovat.

Citatelovi je iste znamy pojem delitelnosti v obore celych cisel. Zapis
a\h znamena, ze a je delitelom cisla h {a deli h). !&alej {a, b) znaci najvacsie
prirodzene cislo, ktore je delitelom cisla a i cisla b . {a, b) volame najvacsim
spolocnym delitelom cisel a, b. Ak (a, 6) = 1, potom cisla a, b volame nesii-
delitelnymi. Prirodzene cislo, ktore deli cislo a, volame prirodzenym deli-
telom cisla a.

Nasledujuca veta sa niekedy nazyva aj fundamentalnou vetou aritmetiky.

Veta A. Nech a, b, c sii cele cisla rozne od nuly. Nech albea {a b) = 1.
Potom a | c.

Existuje viacero dokazov vety A (pozri napr. [5], str. 6). Veta A vyplyva aj
z nasledujucej vety o kanonickom rozklade prirodzenych cisel vacsich nez 1.

Prirodzene cislo p > 1 sa nazyva, ako je zname, prvocislom, ak jeho
jedin;”mi prirodzenymi delite'mi sii cisla lap.

Veta B. Kazde prirodzene cislo a > 1 sa da jednoznacne vyjadrit v tvare

a = pR‘p“ ...p"

kde pj{j = 1, 2, k) su prvocisla, ajij — 1, 2, k) sii prirodzene cisla
aPi<P2< .. <p*~
Nasledujuca veta sa nazyva aj vetou o deleni so zvyskom.

Veta C. Nech a, b sii cel4 cisla, & > 0. Potom existuje jedina dvojica
celych cisel g, r, 0 A r < 6 tak, ze a = feg + r.
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Z vety C mozno lahko vyvodif nasledujiicu vetu o vyjadritelnosti priro-
dzenych cisel v ciselnych sustavach (pozri [5], str. 205—207).

Veta D. Nech g je prirodzene cislo vacsie nez 1. Potom kazde prirodzene
6islo a mozno jednoznacne vyjadrit v tvare

cngt Cji-lg"”” ~ 4+ +.+ + Co b

kde n je cele ™~ 0, Ckfk = 0, 1, sii cele, 0 ™~ ¢ < gk = 0, 1,
a Ce 7 0.

Namiesto (1) piseme a = c/fin-x ess Cq a pravii stranu rovnosti (1) nazy-
vame zapisom cisla a v (/-adickej ciselnej sustave. Specialne pre gr = 10
dostavame vyjadrenie cisla a v dekadickej ciselnej sustave.

Medzi menej zname poznatky, ktore budeme potrebovat, patri nasledii-
juca veta o vyjadreni realnych cisel ich Cantorovymi rozvojmi.

Veta E. Nech {gk}* " je postupnosf prirodzenych cisel vacsich nez 1.

Potom kazde realne cislo x sa da jednoznacne vyjadrif v tvare

Co + c )
1 ?ig'2 mmmgk

kde Ck{k = 0, 1, ...) sii cele cisla, 0 ™ c* < gk{k =1,2, a pre nekonecne
mnoho k je Ck < gk — 1-

Pozndmka. Cisla c* = Ck{x) (A: = 0, 1, ...) volame Cantorovymi ciframi
cisla X a rad vpravo v (2) Cantorovym radom (rozvojom) cisla x. Ak gk =
=g N2 (A =12, ..), dostavame g'-adicke rozvoje realnych cisel (spe-
cialne dekadicke rozvoje pri g = 10).

Dokaz vety. Nech x je realne cislo. Nech \u\ pri realnom u znaci ceM cislo

zTava najblizsie k u, teda [%] je cele cislo, pre ktore plati [u\ ™ u < [w] + 1.
Polozme

Co == M, Xi = X---Co
Cl = [d'ia;i], X2 = qiXi — ci
C2 = [qiXzj, X2, = qiX2 — cz

cn — \gnXn\j U — gn™n e

Zrejme
on <1. (A=12.) ©)

38



a lahkym vypoctom dostaneme

*:C,,+—A+ vee e e +A!i|__ (4)
qv qiqz mmmgn qigz - ..gn

Kedze g ™ 2 [k — \,2, ...), dostavame odtial pomocoii (3) iierovnosf

G - « £ e CN 11 <4,

qi ) q\qi - gn)\ 2»
Z toho pri n-> oo je zrejme, ze plati (2).

i)alej na zaklade definicie cisel c* je zrejme, ze clc sii cele ci'sla a ha zaklade
3) je
0N <agkk=12 ..)
Ak by pre akesi n a vsetky k > n bolo ¢* = g* — 1, potom by sme dostal

Ck —1

/\
—C+ X S
k=1 qigz gk +*: l<1+1 qiqz ees gk ©
No
M —1 1 ~ —1
k=n+iqgigqz e gk qigz --- gnk = l\ +ign+l eeegk
1 /, 1 1 1 1
+ .
qigz e gn \ gn+i qn-+i qn+ign+z qiqz - --qn

Dosadme to do (5). Dostaneme

X—0C+ N Ck + L
k' igigz --gk  gxqi...gn

Ked to porovname so vztahom (4), dostavame Xn"i = 1, a to je v spore s (3).
Teda pre nekonecne mnoho k musi byt Ck < gk — 1

Zostava dokazat jednoznacnost tych rozvojov. Nech sucasne s (2) plati

x=aM E G ©)

k=i qgiqz---gk
kde cj(A; = 0, 1, ...) suceleeisla, 0 ™ ¢j. < gk {k = 1, 2, ...) a pre nekonecne
mnoho K je ¢j. < gk—1.
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lhned videt, ze

ok L _
0S kl|q|q2 gk = !i gige -1
podobne
A (e
O kLi gig2---gk <!
a tak Co = [x] = c¢", teda
Cqg — cn \V4

> Nech by pre nejake k bolo ¢jc ~ Cj*. Oznacme znakom n najmensie k tej

vlastnosti. Tedan ~ 1 [pozri (7)], Cn  ¢/n- Nech napr. ¢c* > c”. Potom z (2)
a (6) vyplyva " 0 N
>

k—'Sn qig2 1 gk k!"n qig2 ak
odtial
Ak — Ck
Ch =
*=n+1qgn+l ee= gk

Lava strana poslednej rovnosti je nie mensia nez 1. Naproti tomu trivialny
odhad pre pravu stranu da

N (e Ck gk — 1
=1
[*=n+1qgn+l mmm gk | S'k:‘l+18'ra+l . v ?* < k ‘I‘+1 e 7%
Dospeli sme k sporu. Tym je dokaz vety skonceny.
Pozndmka. Ak gk = g ™ 2(A; = 1, 2, ...), potom rozvoj (2) prejde v

X—Co+ X ©)
k=1 gk

¢ (A =0, ..)siicele, 0 ¢t < (A = 1,2, ...) apre nekonecne mnoho k
Cc < g— 1. Namiesto (8) piseme strucne

X = Co; CIC2C3 ... 9)

Vsimnime si, ze pri ¢ — 10 znak — 2; 300 ... znaci cislo — 1,700...=

I'o-
Rozvoj (9) nazveme periodickym, ak ma tvar

x = co; cicz ... Cgdidz ... drdidz ...dr a0

Postupnost cifier Ci, C2, ..., Cj sa nazyva predperiodou a postupnost
di,d2, ...,dr periodou rozvoja (10).
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V uvedenom zmysle su ukoncene rozvoje, t. j. rozvoje typu
X = Co; CiC2 ... Cfc 0O ...

periodicke (za periodu mozno vziaf akiikolvek konecnu postupnost niil).
l)alej si vsimnime, ze vrozvoji (10) mozno za predperiodu vziaf ktorukolvek
Z postupnosti

Cl, C2, ..., 0" Cl, C2, ..., Cg, di, ... df", ...

podobne za periodu mozno vziat ktorukolvek z postupnosti
di) (o) rv o) df, di, (2) ++¢) df, d\, d2, ..., dj-; ...

Teda ak rozvoj je periodicky, potom ma nekonecne vela predperiod i neko-
necne vela period.

Podobne ako v tomto pripravnom odseku, i v dal8ej casti clanku budeme
predpokladat znalost niektorych zakladnych poznatkov z teorie neko-
necnych radov.

1. Niektore jednoduche typy iracionalnych disel
Za skolsky priklad iracionalneho cisla sluzi cislo ]/2. Dokaz iracionalnosti
tohto cisla sa uskutocnuje obycajne tak, zesapredpokladarovnost]/2 = — |

p, g sii nesudelitelne prirodzene cisla a jednoduchymi uvahami sa dospeje
k tomu, ze obe cisla p, ¢ musia byt parne, co je v spore s predpokladom ich
nesudeliternosti. Pred niekolkymi rokmi bol navrhnuty iny postup pri
dokaze iracionalnosti cisla |/2 (pozri [6]), zalozeny na pouziti vety A.
Ukazeme teraz, ie tento postup mozno uplatnit aj pri dokaze tohto vse-
obecnejsieho vysledku.

Veta 1,1. Nech n je prirodzene cislo vacsie nez I.Nech prirodzene cislo a
n

nie je w-tou mocninou prirodzeneho cisla. Potom ]/a je iracionalne cislo.
Dokaz. Nepriamo. Nech

1/& q a1

kde p, g su nesudelitelne prirodzene cisla. Vynasobme rovnost (11) cislom g,

a potom umocnime na n-tu. Dostaneme rovnost p” = agj®. Z nej je zrejme,

ze g deli p» = p . p ... p. Viacnasobnym pouzitim vety A vyplyva odetial,

ze q\p. Kedze p, q su nesudelitelne, musi byt g= 1. No potom z (11)
dostavame a = p™, a to je v spore s predpokladom vety.

Priklad. Nech a > 1 je prirodzene cislo a nech v kanonickom rozklade

a— p“p“ ® aspoh jedno z cisel c¢j je neparne. Potom |/a je
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iracionalne cislo. (Z neparnosti a/ vyplyva, ze a iiie je kvadratom prirodze-
neho cisla.)

Iracionalnost realneho cisla mozno niekedy vybadat aj z tvaru jeho
Cantorovho rozvoja. Ukazuje to nasledujuca veta.

Veta 1, 2. Nech {gA:}r=1i rovnhaky vyznam ako vo vete E. Neck pre
kazde prvocislo p existuje nekonecne mnoho takych k, zq p \gic. Potoni
cislo x vyjadrene rozvojom (2) je iracionalne vtedy a len vtedy, ked pre
nekonecne vela ™ je ¢* yt 0.

Pozndmka. Teda ak ,,zakladna postupnost* {9}"= 1 spina predpoklady
vety 1, 2, potoni cislo je racionalne vtedy a len vtedy, ked' ma konecny
Cantorov rozvoj (t.j. ked clc — 0 pre vsetky k od isteho pocinajuc). Vsimnite
si, ze postupnost

<kk=1 k=g~ ~r k=12 ..)

nespina predpoklady vety 1, 2, a tak uvedene kriterium iracionalnosti ne-
mozeme vztahovaf na gr-adicke rozvoje.

Ddkaz vety.

1. Nech X je racionalne cislo, x ,a, h cele a nech ¢t 0 pre neko-
necne mnoho k. Z predpokladov vety lahko vyplyva, ze pre vhodne m je
E9i92 m gm cele cislo. Potom z (2) dostavame

9i92 mmmgm U + £, oor==—or) 992 mmmqm

- Ck
m+-1qm+l gk

Lava strana poslednej rovnosti je cele cislo. Pre pravii stranu da tri-
vialny odhad nerovnosti

0<. 1 < z ® 1
i m+1gm+l gk k=m+-\ gm-+l *1+ gk
Dospeli sme k sporu. Teda ak x je racionalne cislo, potom = 0 pre vsetky k

od isteho pocinajuc.
2. Nech ¢c* = 0 pre k > ko. Potom z (2) je zrejme, ze x je racionalne cislo.
Ako aplikaciu vety 1,2 dokazeme teraz nasledujucu vetu.

Veta 1,3. Cislo e =1Ilim (1 + ) (zaklad prirodzenych logaritmov)

J}->00 \ Vs

je iracionalne.
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Dokaz. Je dobre znamym faktom z elementov analyzy, ze cislo e ma
rozvoj
1

ﬁ\7

Vpravo mame Cantorov rad pri volbe gt =k I {k 1,2,..).
Postupnost

0=2+|] +N+. +

{gk]k=1 = + 13*=1 2
spina predpoklady vety 1,2. Ak totiz p je prvooislo, potom vsetky nasobky
cisla p sii clenmi postupnosti (12). Tvrdenie vyplyva ihned z vety 1,2.

Pozndmka. Veta 1,3 zarucuje iracionalnost suctu radu
/\1/\
o * "g!f + e H-—-h (13)

i=2 n\

Situacia v teorii iracionalnych cisel je taka, ze je len ,,malo“ konvergentnych
radov, o ktorych suctoch vieme zistit, ze su racionalne ci iracionalne. V tejto
suvislosti poznamenajme, ze doteraz nie je zname, ci siicet radu

1 1 1 1
dom g BrAr + QAL H i+ -
,,malo sa lisiaceno* od radu (13) je racionalny ci iracionalny.
Priklad. Nech r{n) znaci pocet prirodzenych delitelov cisla n. Napr.
(1) = 1, £(6) = 4 a pod. Dokazeme, ze cislo

y i o« @, )
1=1 n\ 1 21
je iracionalne. Ak d\n, potom aj \n. flalej ak n = dd', potom

[min {d, d'yY ~ dd' =w a tak min {d, d') ™ ]/n. Z tychto faktov lahko

vyplyva nerovnost r{n) ~ 2 J/w, z nej pre n ~ 8 dostavame 2 ™ r{n)

A n—2atak V —--je Cantorov rozvoj. Staci uz len pouzit vetu 1,2.
Nasledujuca veta dava kriterium iracionalnosti pre gr-adicke rozvoje.

Veta 1,4. Cislo x vyjadrene gr-adickym rozvojom (8) je racionalne vtedy
a len vtedy, ked ten rozvoj je periodicky.

Dokaz.
1. Nech plati (10). Potom

g™ — [g™\ — — [¢+"™]* = 0; dj ... dfdi ...dr ...
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Odtial lahkym vypoctom dostaneme

[gstric] — [9"X]

grs(grr_ 1) = racionalne cislo.

2. Nech X je racionalne cislo. Polozme Co = [a;]. Potom x = Cq -\- b
-E <0, 1), a, b su cele cisla. Uz mozno predpokladat a, b > 0.

Zrejme staci dokazat, ze g"-adicky rozvoj cisla— je periodicky. Zostrojme

za tym cielom postupnost i[g"- - a uvazujme o cislach
n=

(N=1,2 ...))

Na zaklade veig C pre kazde n je g”a = btn + 2%, kde tn, Zn su cele cisla a

0~ZIn<bh (14)

Odtial gn b b j a tak Vn= . Vzhladom na (14) pre kaMe
n— 2,..sa Fwv rovna niektoremu z cisel
0 1 h —

T' T ’~~p (15)

Pretoze cisel v postupnosti (15) je len konecne mnoho, musia existovat
take cisla s a r, ze Vs — Fs+r- Teda

Tren * 0

A
ﬂb—gn

Odtial dostavame
(16)
kde

jecele ™ 0. Na zaklade vety Cmame A — {g"—\)t-\-z,kde * ~ 0,0 ™ <
<g'—1-
Po dosadeni do (16) dostaneme

g t (17)
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Na zaklade vety D plati z = Cx C2 v+ Crkdecr A=12,,
r) sii cele cisla, 0 <g{k— 12, ... 1) akedze z < ¢g"—1, aspon pre
jedno k}c(f <g—1

Po dosadem do (17) dostaneme

a . € c
N —+ 4o e + 6}~r+ "

Odtial je uz periodicnost g'-adickeho rozvoja cisla—zrejma. Tym je dokaz

vety skonceny.

Nie je bez zaujimavosti, ze dekadicke logaritmy kladnych racionalnych
cisel sii takmer vzdy (s trivialnou vynimkou logaritmov cisel tvaru 10”, n
cele) iracionalnymi cislami. Vyplyva to z nasledujucej vety.

Veta 1,5. Nech r je kladne racionalne cislo, r ™ 10”, % = 0, § 1) £2, ...
Potom logic * je iracionalne cislo.

Dokaz. Staci dokazat, z& ak logic r (r ™ 1) je racionalne cislo, potom
r — 10” {n cele).
Nech teda logic * (¢ 7* 1) je racionalne cislo a nech napred r > 1. Potom

jeho logaritmus je kladny. Polozme logic r — — > 0,{c,d) — \,c,Ad > 0.

a
Nechr=—a > b ~ I,(a, 6) = |.Z definicie logaritmu vyplyva 10" = bi

Pahkou upravou dostaneme odetial
IQcfd — ad (18)

Teda b | ad, a tak z nesudelitelnosti cisel a, b dostavame 6 = 1. Potom (18)
prejde v
10" = ad (19)

Kedze 10™ = 2* . 5" na zaklade vety 5 jea = 2” . 5" (%,«; > 0). Dosadme
to do (19). Dostaneme 2. 5" = 2“** h'Ad ~ tak ¢ ud {veta B). Teda d | c,
a preto d = 1. No potom z (19) vyplyva r = a = 10", kde c je cele cislo.

Ak 0 <r < 1 potom — > 1 a na zaklade predoslej casti dokazu je

b= 10", kde c je cele cislo. No potom r — 10~" a —c je zase cele cislo. Tym

je dokaz vety skonceny.

Metodou pouzitou v dokaze predoslej vety moze citatel dokazat tento
vseobecnejsi vysledok.

45



Veta 1,6. Nech a > 1 a nech existuje take prvocislo p, ze p |a, no p”
nedeli a. Nech r > 0 je racionalne cislo. Potom log  je racionalnym cislom
vtedy a len vtedy, ked r = a”,m je cele cislo.

2. lracionalne cisla a dekadicke rozvoje vytvorene
postupnostami prirodzenych cisel

Zacneme touto jednoduchou livahou: Pisme za znak 0; dekadicke zapisy
vsetkych prirodzenych cisel (usporiadanych do rastiicej postupnosti).
Dostaneme tak dekadicky rozvoj:

0; 1234567891011 12 ... 20y

Vznika otazka: Je realne cislo definovane tymto rozvojom iracionalne?
V dalsom dame kladnii odpoved na predlozenii otazku.

Konstrukcia cisla (20) vedie k nasledujucim definiciam a livaham, ktore
vnimavy citatel lahko rozsiri na rubovolne gr-adicke rozvoje.

Definicia 2,1. Nech pi <pz < ... <Pn < je rastiica postiipnost
prirodzenych cisel. Oznacme znakom

CC{PL,P2, ...,Pn, mm) -= Ci{PI,P2, --

realne cislo definovane dekadickym rozvojom, ktory vznikne tak, ze za
znak 0; piseme postupne dekadicke zapisy cisel pi, pz, mm
Tedanapr. a (1,2, ...) jecislo (20),a (2,4, ...)jecislo0; 2468 10 12 —
V dosledku predoslej definicie mozeme hovorit o istom zobrazeni (oznacme
ho znakom a) systemu S vsetkych rastucich postupnosti prirodzenych cisel

do intervalu (0, 1). Hodnota tohto zobrazenia v prvku 6/S je
ocipupz, ...).

Vznika tato zasadna otazka: Da sa na zaklade nejakych vlastnosti
postupnosti 1 vybadat, ci (x{pi,p=, ***) j® alebo nie je iracionalnym

cislom? Veta 1,4 nam umozni dokazat nasledujuci hlavny vysledok v tomto
smere (pozri [1], [2]).

00

Veta 2,1. Nech a X Potom oi{p\ pz, 1)
je iracionalne cislo.
Dokaz. Nepriamo. Nech oc{pi,pz .. je racionalne cislo. Potom na

zaklade vety 1,4 plati
o(.{pi,P2, ...) = 0; Cl ... Cgdi ...drdi ...dr ... (21)

Pre m = 1,2, ... oznacme znakom Tm mnozinu vsetkych tych pi, ktorych
dekadicky zapis ma tvar
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Pi — "m—lm-2+v160f 6m-1 O, 0~6"< 10
A=01..,m—1

Rovnost (21) ukazuje, ze pocet prvkov mnoziny Ti neprevysi s -\- r (do Ti

patria nanajvys cisla Ci, ..., Cg, di, ..., dr), podobne pocet prvkov mno-
ziny Tz neprevysi s + r (do To patria nanajvys cisla, ktorych dekadicke
zapisy su totozne s CIC2, C2C3, Cs_iCs, Cgdi, drhidr, drdi), rovna-

kym postupom zistiine, ze pocet prvkov mnoziny Tm{'m > 2) nepresahuje
cislos + r. Ak teraz a £ T», potom a ™ 10"~k a tak

o iTs (eHl)

V dosledkii toho dostaneme

00 1 00 1 00 1 10 (S + r)
<

00
n=1 Pn N~1laeT)n ~ m=1 *0 9

Dospeli sme k sporu s predpokladom vety.
Priklad. Na zaklade dokazanej vety je cislo
a(l,2,..) =0;123456789 10 11 12 ...
iracionalne. Podobne je iracionalne aj cislo zodpovedajuce rastucej postup-

nosti vsetkych parnych i cislo zodpovedajuce rastucej postupnosti vsetkych
neparnych prirodzenych cisel. Kedze pre postupnost {gqn]n=i vsetkych

00

provocisel plati: 'Y I/Sw = + o0 (pozri [5], str. 159), aj cislo

=1

a((?i,¢72,...) = 0; 235711 13...
je iracionalne.

Veta 2,1 nas vedie k niektorym livaham, ktore v dalsom vylozime.
Oznacme znakom 8r resp. St mnozinu vsetkych tych postupnosti

pre ktore (X,{pi,p=, ***) je racionalne, resp. iracionalne cislo.
Zrejme 8 = 8r'<J 8i, 8rri 8i = 0. Oznacme dalej znakom 8", resp. &

mnozinu vsetkych tych i 6 pre ktore rad Y 1/Pw konverguije,

resp. diverguje. Je 8 — 8]c'U &d, 8icn 8", — 0. Okrem toho na zaklade
vety 2,1 je

Sd ™ Si (22)
Vysetrime mohutnosti systemov 8r,8i,8}c,8d- V dalsom ¢ znaci mohut-
nost kontinua.
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Lema 2,1. System S ma mohutnost kontinua.

Dokaz. Z teorie mnozm je dobre zname, ze system So vsetkych postup-
nosti prirodzenych cisel ma mohutnost kontinua. Kazdej postupnosti
{an]n=1 G *S priradme postupnosf

{pn}in= 1Gs, Pn J— «! + eece (A=112|"')

Dostaneme tak proste zobrazenie systemu So do S, a tak aj S ma mohut-
nost c.

Veta 2,2. Kazda z mnozm S/c, Sa ma mohutnost kontinua.
Dokaz. Je zname, ze
1

. n + o0 (23)

Zostrojme teraz system vsetkych takych postupnosti i e/S, ze kazde
parne cislo je clenom postupnosti { pn}i. Tento system ma zrejme mohut-
nost ¢ a kazda postupnost z tohto systemu patri do Sa na zaklade (23).
Preto Sa ma aspoh mohutnost c. Kedze Sa ™~ S, Sa nemoze mat vacsiu

mohutnost nez c. Na zaklade Cantorovej—Bernstejnovej vety ma Sa
mohutnost c.
Podobne nech a)™, a)/' su prirodzene cisla, ktore spinaju nerovnosti

2" < a’” < 2™+ h=223.)

Potom kazda postupnost [an“"]n=i (% = 0 alebo 1) patri do Sic a system
vsetkych takych postupnosti ma mohutnost c¢. Odtial vyplyva, ze mohut-
nost mnoziny S je c.

Veta 2,3. Kazda z mnozin Sr, St ma mohutnost kontinua.

Dokaz. Z inkluzie (22), lemy 2,1 a vety 2,2 vyplyva, ze Si ma mohutnost c.
Aby sme dokazali podobne o Sr, priradme kazdej postupnosti {6"}*=! G S

postupnost G S, kde pn je prirodzene cislo, ktoreho dekadicky zapis
je  =11..1.Zrejme dvom roznym postupnostiam {6n("=i budii takto
hn jedniciek

priradene dve rozne postupnosti {pn]n™\ ~ S & pre kazdu taku postupnost
{pnIn=i je oifpipz ...) =0; 111 ..., a to je racionalne cislo. Odtial uz
ihned vyplyva, ze Sr ma mohutnost c.

Pozndmka. Z predoslej vety vyplyva, ze a nie je proste zobrazenie, ba
dokonca, ze toto zobrazenie je konstantne na nespocitatelnej mnozine
prvkov z S.
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Z inkluzie (22) prechodoni kn komplementom vzhladom na S vyplyva
inkluzia

Sr ™S, (22a)
Z inkluzii (22), (22a) dostarame
Si = Sau {SiH Sfc), Slc = Sr U {Si n Sk)

Veta 2,4. Mnozina Si n S/c raa mohutnosi; c.

Dokaz. Zostrojme po.stupnost
10, 102, 10, ... (24)

Nech \Ihi]n=\ jp taka rubovol’iia postupnost, ktora obsahiije vsetky cleny
postupnosti (24) a este nanajvys (niektore) cleny postupnosti

10+1, 102 + 1, ..., 10" + 1, ...

Zrejme {pn\'n=i G S/c. Ukazeme, ze (x{p\,p=, *n) je iracionalne cislo.
Po.stupujme nepriamo. Nech

a(pi,P2, «) = 0; Cl... Cqdi ... drdi ... dr ... (25)

Potom z (25) je zrejme, ze vsetky cleny pn od isteho pocinajuc (hapr. pre
n > Til) maju dekadicke zapisy, v ktorych vystupuju len cifry di, dx, ..., dr.
Vol'me n > Til tak, aby pn — 10™ m > r. Potom z (25) vyplyva, ze ¢?, = 0
{i =1 2, ..., ). No nadruhej strane, na zaklade defimcie clsla a(pi,p=, )
musl rozvoj vpravo v (25) obsahovat nekonecne mnoho eifier 1 [pri vpisovanl
dekadickeho zapisu kazdeho clsla 10” (ri = 1, 2, ...) vystupuje cifra 1].

Dospeli sme k sporu. Teda musl byt \Pn]n~::V E S/, a tak e Sin S/c.

No system vsetkych tychto postupnosti {pn]n=i zrejme moliutnost c,
a tak aj S/ n S/c ma mohutnost ¢. Tym je dokaz vety skonceny.
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