MATEMATICKE OBZORY 7/1975

(0 JE MATEMATICK A INDUKCIA?

BOHUSLAV SIVAK, Zvolen

Prakticky kazdd uc¢ebnica alebo preblad stredoskolskej matematiky sa zmienuje
o metéde dokezu matematickou indukeiou a uvadza k nej niekolko jednoduchych
prikladov. Obvykle uvédzana schéma je vSak vo svojej povodnej forme neraz tazko
pouziteInd. Preto si v8imneme niektoré jej obmeny, ako aj daldie otézky suvisiace
s touto problematikou.

1. Schémy dokazu matematickou indukciou

Majme dany uréity predpis 7, ktory Tubovolnému prirodzenému éislu n
priradi vyrok 7'(n). Ak chceme dokézat, ze 7'(n) je pravdivy pre vSetky
prirodzené cisla n, moézeme postupovat takto:

(i) dokdzeme, ze vyrok 7'(1) je pravdivy,

(ii) pre Iubovolné prirodzené ¢islo n dokézeme, Ze ak je pravdivy vyrok
T(n), tak je pravdivy aj vyrok 7'(n + 1).

Presvedéenie o korektnosti tohoto dokazu sa opiera o takito tvahu:
Podla (i) je vyrok 7'(1) pravdivy, pouzitim (ii) pre » = 1 zistime, Ze aj
vyrok 7(2) je pravdivy, pouzitim (ii) pre n = 2 zistime, ze aj vyrok 7'(3)
je pravdivy atd. Tu je dolezitd predstava, ze kazdé prirodzené ¢islo mozno
ziskat z ¢isla 1 postupnym priddvanim jednotky. To vsak nie je také samo-
zrejmé, ako sa na prvy pohlad zda.

Schéma dokazu uvedenou metédou vyzerda v obvyklom zapise logiky
takto (symbol v ¢itame ,,pre vSetky®, symbol = ,implikuje* alebo , mé
za nasledok pravdivost vyroku‘):

(1)
(vn) [T(n) = T(n + 1)] (1)
(vn) 2" (n) :

Priklad 1. Pomocou schémy (1) dokdzeme, Ze n + 1 < 27 pre vSetky
prirodzené &isla n. Nech 7'(n) znamend ,,n + 1 < 27°°. Pretoze 7'(1) je
2 £ 2, vidime, ze vyrok 7'(1) je pravdivy. Predpokladajme teda, ze n je
prirodzené éislo a ze vyrok 7'(n) je pravdivy, t. j. Ze plati n + 1 £ 27,
Potom aj 2n + 2 < 2741, a tym skor n + 2 < 2741, €o je T'(n + 1).

Pre Tubovolné prirodzené ¢islo £ mozno pouzit schému
T(k)
(va){(n = k) = [T(n) = T(n + 1)]} (2)
(va)l(n 2 k) = T(n)] :
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z ktorej pre k = 1 dostdvame schému (1). Této schéma je rovnocennd so
schémou (1), v ktorej miesto 7'(n) piseme T'(n + k — 1).

Priklad 2. Pomocou schémy (2) dokdzeme, ze Iubovolné prirodzend
¢islo n > 7 sa dé pisat v tvare n = 3z -+ 5y, kde z, y s celé nezdporné
¢isla. Nech k = 8 a nech 7'(n) znamend ,,existuji celé nezdporné ¢isla z, y
tak, Ze n'= 3z + 5y‘. Vyrok 7(8) je pravdivy, lebo 8 =3.1 4 5.1.
Nech teda n = 8 a nech vyrok 7'(n) je pravdivy. Potom existuju celé
nezdporné ¢isla z, y tak, ze n = 3z + 5y. St dve mozZnosti:

a) y =0, potom 3z =n = 8, z ¢oho « = 3. V tomto pripade vsak
zrovnostin + 1 = 3(x — 3) + 5.2 vyplyva, Ze vyrok T'(n -+ 1) je pravdivy.

b)y = 1, potomzasn + 1 = 3(x + 2) + 5 (y — 1), teda vyrok T(n + 1}
je pravdivy.

Poznamenajme, Ze v schéme (2) sa nevyskytuju vyroky 7'(n) pre n < k.
Preto pri jej pouziti nezdlezi na tom, ¢i tieto vyroky st pravdivé, nepravdivé
alebo dokonca nedefinované. V pripade, ze vietky vyroky 7'(r) pre n < k
st pravdivé, mozeme miesto (2) povzit schému

T, v 1)
(vl Z k) = [T(n) = T(n + D]} (3)
(vn) T'(n)

z ktorej pre £ = 1 opét dostaneme schému (1).

Priklad 3. Dokédzeme, Ze n*?—1 =< 2 pre vsetky prirodzené ¢isla n.
Nech k£ =3 a nech 7T(n) znamend ,n2—1 < 27°. Pravdivost vyrokov
T(1), T(2), T(3) overime priamym dosadenim — dostaneme vyroky
0 = 2,3 = 4,8 < 8. Zvolme teda prirodzené ¢islo n = 3 tak, ze vyrok 7'(n)
je pravdivy. Potom n2 — 1 < 27, teda aj 2n2 — 2 < 27+1, ¢o mozno pisat
v tvare

[(n + 12 —1] + (2 — 20 —2) < 2041,
Pretoze n = 3. platin? —2n—2 =2 3n —22—2=n—2 > 0, teda aj
- (n+ 1)2—1 = 2nf1,
¢o je T(n + 1). (Volba k = 3 je oddvodnend ﬁys"n, Ze pren <.3 je
n?—2n—2 < 0.)

Pri pouziti schém (2), (3) sa zékladnd myslienka indukcie (krok od 7'(n)
k T'(n + 1)) uplatni az od &isla k. K tomu treba poznamenat, Ze indukcia
moze zat¢inat od Iubovolného celého (aj zdporného) ¢isla. V matematickej
praxi sa dost casto vyskytuje indukcia zacinajtca od 0.

Dalsou obmenou schémy (1) je schéma

(va){(VE)[(k < n) = T(k)] = T(n)} )
(vn) T'(n) ;
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Priklad 4. Dokazeme, ze kazdé prirodzené c¢islo n sa da pisat v tvare
‘n=25"12t—1), kde s, t su prirodzené ¢isla. Pouzijeme schému (4),
pricom 7'(n) bude znamerat ,existuju prirodzené Cisla s, t tak, ze

oo s D81 (2 I

Nech » je prirodzené éislo a nech vyrok 7'(k) je pravdivy pre vSetky
prirodzené ¢isla £ < n. Podla (4) stac¢i dokazat, ze vyrok 7T'(n) je pravdivy.
St dve moznosti:

. . : Genraiy n 1

a) Cislo n je neparne. Potom staéi vziat s = 1, ¢ = NI

b) Cislo n je parne. Potom existuje prirodzené &islo k tak, ze n = 2k.
Pretoze vsak k < m, vyrok T(k) je pravdivy, t. j. existuji prirodzené
¢isla sp, ¢ tak, ze k = 25—1(2t; — 1). Stacéi vziat s =8, + 1, t = ¢;.

Pri pouzivani schémy (4) si treba niekedy uvedomit, ze vyrok

WEItk < 1) ==2E(k)] = T(1)

nie je ni¢ iného ako 7'(1).
Ukazeme si este dva odstrasujice priklady ,,dokazu’ indukciou.

Priklad 5. Stari Gréci poznali tzv. Soritov paradox (pozri [1]), podla
ktorého muzovi s hustymi vlasmi mozno vytrhnuat Iubovolny pocet vlasov.
Toto tvrdenie ,,dokdzeme’’ indukciou.

Nech 7'(n) znamend ,,ak muzovi s hustymi vlasmi vytrhneme » vlasov,
stale eSte bude mat husté vlasy.” Vyrok 7'(1) je pravdivy. Zvolme teda
prirodzené &slo n tak, ze vyrok 7'(n) je pravdivy. Co sa stane, ak uvazo-
vanému muzovi vytrhneme » -+ 1 vlasov? Ak mu vytrhneme n vlasov,
podla 7'(n) bude mat husté viasy, a ak mu vytrhneme este jeden vlas,
podla 7'(1) bude mat este stdle husté vlasy. To ale znamend, zZe vyrok
T(n + 1) je pravdivy, a na zédklade schémy (1) usudzujeme, Ze vyrok 7'(n)
je pravdivy pre vSetky prirodzené ¢isla n.

Priklad 6. Myslienka Soritovho paradoxu sa d4 pouzit aj v inych pri-
padoch. Nech napriklad 7'(n) znamend ,ak do poloprazdnej elektricky
nastpi » Iudi, elektricka bude dalej poloprazdna.* Vyrok 7'(1) je pravdivy.
Zvolme teda prirodzené ¢islo n tak, ze vyrok 7'(n) je pravdivy. Co sa stane,
ak do nasej elektri¢ky nastipi n + 1 Tudi? Ak nastupi n Iudi, podla 7'(n)
elektricka zostane poloprazdna, a po nastupeni (n + 1)-ého ¢loveka bude
poloprazdna podla 7'(1). To znamend, Ze vyrok 7'(n + 1) je pravdivy,
a na zaklade schémy (1) usudzujeme, Ze vyrok 7T'(n) je pravdivy pre vietky
prirodzené ¢isla », t. j. do nasej elektricky sa zmesti lTubovolne vela Tudi!
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2. Nedokazatelnost schémy indukcie

Ako sme uz spomenuli, obvyklé odovodnenie schémy (1) sa opiera
o predstavu, ze kazdé prirodzené cislo mozno skonstruovat z cisla 1 po-
stupnym priddvanim jednotky. V niektorych modeloch aritmetiky pri-
rodzenych ¢isel to vSak neplati, a tato skutoénost stuvisi s nedokézatelnostou
schémy (1).

Teraz skonstruujeme jedno z tzv. elementdrnych rozsireni sStruktury
(N, =, 1, £), kde N je mnozina vSetkych prirodzenych ¢isel a symboly =,
1, < maju obvykly aritmeticky vyznam.

Priklad 7. Nech P je mnozina vSetkych polynémov tvaru a + ba,
kde a, b st celé ésla, pricom @ > 0 alebo b = 1. To znamend, Ze

P=112 0. —2+r—l ool e Ly}

V stihlase s tymto zapisom mézeme na mnozine P zaviest usporiadanie =
takto:

a + bx £ ¢ + dx préave vtedy, ak b < d aleboa = ¢, b =d. Struktira
(P, =, 1, =) méa potom tieto vlastnosti:

N je podmnozinou mnoziny P,

usporiadanie < mnoziny P splyva na N s obvyklym usporiadanim
prirodzenych ¢isel. :

Lahko sa presvedéime, Ze Struktiry (N,=,1, <) a (P, =,1, =) st
modelmi teérie s axiomatikou D tvorenou tymito axiomami (symbol 3
titame ,.existuje’’, symbol A ,a", symbol v ,alebo®):

(vz) (x = )

(vz) (1 = )

(vz) (Vy) [(x = YAy = 2) = 2 = y]
(vz) (vy) (V2) [(x S yAy = 2) =2 £ 2]
(vo) (vy) (x = yVy £ 2)

(vx) (3y) S(z, y)

(va)l(x # 1)=(3y ) S(y, )],

kde S(u, v) znamena
(= v)A(uZ)A VW[ S wAw £ v) = (u=wVw = )],

inymi slovami, vyrok S(u, v) je splneny prave vtedy, ak » nasleduje bez-
prostredne za u.

A. Robinson dokdzal, Ze tato teéria je Gplnd, a teda v jej modeloch
(N, =,1, =)a (P, =, 1, <) st splnené presne tie isté vyroky sformulované
pomocou relacii =, < a konstanty 1 (pozri [2]).

Vréatme sa k problému odvoditelnosti schémy (1). Matematicka logika
sa zaobera skimanim formalizovanych teérii, ktorych tvrdenia sa zapisujt
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pomocou tzv. formil v nejakom formdlnom jazyku. Do takého formalneho
jazyka patria:

(I) logické symboly — premenné (napr. z, y, 2z, u, v, w, ...), logické
spojky (napr. Vv, A), kvantifikdtory (v, 3), zdtvorky (napr. (, ), [. 1,{, });

(IT) mimologické symboly — konstanty, reldcie, pripadne aj operacie.

V pripade aritmetiky prirodzenych ¢isel mézu byt mimologickymi
symbolmi napriklad:

konstanty 1, 2, ...

reldeie —; i = S,li:

operacie 4, ., ...

Ozna¢me symbolom 4 mnozinu vietkych pravdivych vyrokov o priro-
dzenych ¢islach v nejakom forméalnom jazyku J. Zvolme symbol 7' ne-
patriaci do jazyka J, ktory budeme pouzivat ako symbol undrnej (jedno-
¢lennej) relécie. Rozsirme jazyk J na jazyk J’ pridanim symbolu 7' a uva-
7ujme nasledujtci vyrok v tomto jazyku:

{T(1) A (vr)(ym)[T(n) A S(n, m) = T(m)]} = (vn) T(n), (*)

kde S m4 ten isty vyznam ako v priklade 7. Vyrok (*) je vlastne formalnym
vyjadrenim schémy (1).

Ukézeme, ze vyrok (*) nie je mozné dokazat pomocou vyrokov patriacich
do 4. Budeme postupovat nepriamo.

Predpokladajme, ze vyrok (*) mozno dokdzat pomocou vyrokov patria-
cich do 4. Takyto doékaz je koneény, preto v nom pouzijeme len koneény
pocet vyrokov patriacich do 4. Nech st to vyroky X, ..., X;;. Utvorme
ich konjunkciv X = X;A...AX,. Potom X e 4 a vyrok (*) mozno do-
kazat pomocou vyroku X.

Vsimnime si, Ze vyroky X, (*) st zapisané v réznych jazykoch. V takomto
pripade mozno pouzit isté uzitocné tvrdenie znidme v logike ako Craigova
lema (pozri napr. [2]), podla ktorého existuje taky vyrok C, Ze:

(1) € neobsahuje ziadne mimologické symboly okrem rovnosti a tych
symbolov, ktoré vystupuji v X aj v (*),

(ii) C sa da dokazat pomocou X,

(iii) (*) sa da dokazat pomocou C.

Z (i), (ii) vidime, ze C je pravdivy vyrok o prirodzenych cislach, v ktorom
nevystupuji zZiadne mimologické symboly okrem =, 1, <. Z prikladu 7
vieme, ze vyrok C musi byt splneny v modeli (P, =, 1, £), a podla (iii)
musi byt vyrok (*) splneny v modeli P pri Iubovolnom vybere relacie 7'.
Tym vsak dostavame spor — definujme relaciu 7' takto:

T(a + bz) plati prave vtedy, ak b = 0.

Potom vyroky 7'(1), (vn)(vm)[T(n)AS(n, m) = T(m)] sa splnené
v modeli P, ale vyrok (vn) 7'(rn) nie. To znamena, ze ani vyrok (*) nie je
splneny. :
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Poznamenajme, ze schéma (1) sa moze stat dokdzatelnou, ak zmenime
axiomatiku D — napr. ak piatu axiému nahradime principom dobrého
usporiadania. Uz z toho, ¢o sme si na poslednych stranéch povedali, vSak
vyplyva, zZe pojem dobre usporiadanej mnoziny sa nedd definovat v rameci
logiky s rovnostou. Preto sa princip indukcie obvykle uvddza medzi axi6-
mami aritmetiky. Zistilo sa, Ze ho nemozno nahradit Ziadnym koneénym
pocétom axiéom v prislusnom jazyku. Aj tak vsak mé obvykly model N
vyznacné postavenie — je to jediny prosty model aritmetiky, t. j. taky
model, ze kazdy iny model obsahuje podmodel s nim izomorfny.

Skutocnost, Ze v aritmetike prirodzenych ¢isel existuju vyroky, ktoré st
pravdivé, ale nedokdzatelné, mé za nésledok existenciu tzv. nestandardnych
modelov aritmetiky, v ktorych existuji ,,nekonetné* prirodzené ¢éisla
(pozri [2]). K najjednoduchsim z nich patri model P z prikladu 7. Existencia
nestandardnych modelov aritmetiky mé zas za nésledok existenciu ne-
standardnych modelov teérie mnozin, v ktorych nachadzame koneéné
mnoziny s nekonecne vela prvkami. O existencii takychto modelov sa
mozeme presvedcit aj inak.

Vrétme sa k spominanému Soritovmu paradoxu. Ak symbolom X
ozna¢ime mnozinu vSetkych muzovych vlasov a symbolom Y mnozinu
tych jeho vlasov, ktoré mu postupne povytrhiavame, vidime, ze podla
avahyv z prikladu 5 sa splnené tieto tvrdenia:

(NO) X je konetnd mnozina

(N1) Y je podmnozina mnoziny X
(N2) Y m4 aspon dva roézne prvky
(N3) Y ma aspon tri rézne prvky

(N%k) Y ma aspon k réznych prvkov

Utvorme z vyrokov (NO), (N1), ..., (Nk), ... axiomaticky systém 47,
Tento systém je formalne bezosporny, lebo kazdy jeho koneény podsystém
ma model. Pritom je jasné, ze .# nemd model!

Zékladnym tvrdenim teérie modelov je Godelova veta o tplnosti,
podla ktorej kazdy bezosporny axiomaticky systém ma model. Ako si
teda vysvetlit situdciu so systémom ./ ? Odpoved je jednoduché: Godelova
veta plati len pre formalizované teérie. Skusme teda formalizovat systém
A . Miesto a € X, b e < pisme X(a), Y (). Potom miesto (N1) mozeme for-
malne pisat

(N1¥) (va)[ Y (a) = X(a)],
miesto (N2) podobne

(N2*)@3a) @) Y (@) A Y(b) A (a # b)],
miesto (N3) podobne
(N3*) (3a) (3b) Fc) [Y(a)A Y(B)A Y(e) A (@ # b)A(a # c)A (D # ©)]
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a tak dalej. Véetky axiomy systému # okrem (N0) teda vieme formalizovat.
To znamend, Ze pojem keneénej mnoziny nie je mozné formalizovat v rdmei
logiky s rovnostou.

Pretoze pojem koneénej mnoziny mozno formalizovat’ v ramei tedrie
mnozin (napr. pomocou Tarského definicie), bezospornost systému zarucuje
existenciu takého modelu teérie mnozin, v ktorom su splnené vietky axiémy
systému.#. Tento model je nutne neStandardny.

Teraz uz dokdzeme vysvetlit priklady 5, 6. V pripade formalizovanych
teorii mozeme indukciou dokazovat len tie vyroky, ktoré su zapisané
v jazyku tejto tedrie. Pri obvyklych neformdlnych tvahdch mézeme induk-
ciou dokazovat len tie vyroky, ktorych vyznam je presne urcéeny. Ak
dokazujeme vyrok sformulovany pomocou nie celkom jasne definovanych
terminov, ako napr. ,husté vlasy v priklade 5 alebo ,,poloprazdna elek-
tricka® v priklade 6, moze sa stat, ze déjdeme k spornym vysledkom.
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