MATEMATICKE OBZORY 5/1974

LIMITNE TEOREMY V TEORII PRAVDEPODOBNOSTI —
SLABY ZAKON VELKYCH CISEL

MILOSLAV DUCHON, Bratislava

Velka cast teérie pravdepodobnosti sa zaobera stdiom limitnych teorém.
Tieto limitné teorémy sa delia na dve skupiny: slabé a silné limitné teorémy.
Na ilustraciu tychto teorém pouzijeme Studium niektorych otdzok vznika-
jicich pri hiddzani mince a diskusiu najzndmejSieho prototypu slabych
limitnych teorém.

I. Pripad » nezavislyeh hodov bezchybnej mince

Prive uvedené slovd nas privadzaji do uréitych fazkosti. Vznikd totiz
hned otdzka, aky vyznam sa ma pripisat slovdm bezchybnéd minca a neza-
vislost hodov. Skusenost nabidda prijat nasledovné stanovisko. Vsetky
tuvahy tykajtice sa » hodov bezchybnej mince sa buda zakladat na dvoch
predpokladoch:

a) Celkove je 27 moznych vysledkov, a to s vSetky n-¢élenné postupnosti
dvoch pismen Z a C (znaku a ¢isla).

b) Kazda postupnost méa pravdepodobnost 2-7.

Viac sa nepredpokladd. Vypoéty zamerané na odhadnutie moznosti uréi-
tého vysledku pri hddzani bezchybnej mince vychadzaju z predpokladov
a) a b). Preto prijimame tieto predpoklady ako definiciu » nezdvislych
hodov bezchybnej mince.

1. Zakon priemernych hodnoét

Vo svojom podvedomi temer kazdy ¢lovek veri, ze pri velkom poéte
hodov je potet znakov priblizne rovnaky ako potet ¢isel. Teda, ak hddzeme
mincu velky pocet krat, tak priblizne v polovici hodov sa dostane znak.

Ako toto matematizovat? Vietko, ¢o mdme k dispozicii na matematizé-
ciu tohto zédkona priemernych hodnét, st hore uvedené predpoklady a)
a b). Teda, ak existuje nieto, ¢o zodpovedd zékonu priemernych hodnot,
musi to vychadzat len z predpokladov a) a b).

Analyzujme tych 27 postupnosti pismen Z a C. V kolkych z tychto pos-
tupnosti sa vyskytne presne k znakov? Toto je kombinatoricky problém,

ktory mozno zrejme preformulovat takto: Ak je danych n Stvoréekov,
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kolkymi réznymi spdsobmi mézeme rozmiestnit v nich k krizikov? Napriklad
ak n = 3, k = 2, tak vysledok je 3. Ked chceme dostat odpoved vo vSeobec-
nosti, tak tych k krizikov ozna¢ime indexami, aby sme ich odlisili, to jest
dostaneme -+, +3, ..., +. Teraz moézeme takych k krizikov rozmiestnit
do n stvoréekov n(n — 1) ... (n — k + 1) spésobmi (+; mozno umiestnit
n sposobmi, potom -+, » — 1 spdsobmi a tak dalej). Ale kazda permutdcia k
indexovanych krizikov medzi miestami, ktoré zaujimajt, dava presne to
isté rozmiestnenie neindexovanych krizikov. Tych permutacii je k!. Preto
mame vysledok, ktory uvedieme v nasledovnej forme.

Tvrdenie 1. Existuje presne

n!
G e B

postupnosti pismen Z a C dizky », v ktorych sa objavi k-krat znak.

Jednoduché vypoéty ukazuju, ze ak je n parne, tak Ci(n) nadobuda
maximum pre k = n/2 a ak je » neparne, tak Cr(n) ma maximum pre k& =
=m—1)/2ak=(n-+1)2

Je zname, ze pri vypocte n! pre velké n sa pouziva Stirlingova aproxima-
cia (pozri [1], str. 606), podla ktorej

n! ~ e~"pn 1/277{7; (1)
pre n — co.
Ked pouzijeme vztah (1), dostaneme

n)! 2090 V20l 4
Culln) — (2n)! .t (2n)2n)/dzun . 5
nin! e2np2n(27n) l/ an

pre n — 0.

Pri 2n hodoch je celkom 22% moznych postupnosti pismen Z a C. Teda
z (2) vyplyva, Ze k = n len pre zlomok postupnosti, velkosti priblizne
1 /Vym, z celkového poétu 227 postupnosti. Ekvivalentne mozno povedat,
ze pravdepodobnost, Ze podet znakov sa bude rovnat poctu éisel, je priblizne
I/Vnn pre velké n.

Zé4ver. Ked n nadobida velké hodnoty, tak pomer poétu tych postup-
nosti (k celkovému poétu), v ktorych sa vyskytne znak presne n/2-krét,
sa blizi k nule.

Nech uz zdkon priemernych hodnét hovori ¢okolvek, urcite nie je opod-
statnené otakdvat, Ze pri tisicke hodov bezchybnej mince padne presne
500-krat znak. Ani nie je mozné udat pevne nejaké éislo M tak, ze pre velké
n bude mat viéSina postupnosti vlastnost, Ze potet znakov v postupnosti
bude v rozpiti od n/2 — M po #/2 + M. Pre 2n hodov, ako mozno lahko

zistit, je tento zlomok postupnosti mensi ako 2M /l/;zg (priblizne), a teda
sa stale zmensuje.
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Odoévodnenejsie, ba mozno najlepsie, ¢o mozno otakavat, je to, ze obvykle
pomer poétu znakov (k celkovému poétu hodov) je pri » hodoch blizky
&islu 1/2. Presnejsie sa mozeme pytat: Ked je dané &islo ¢ > 0, pri kolkych
postupnostiach sa pomer poétu znakov lisi od 1/2 o menej nez £? Odpoved
na tito otdzku je jednou z prvych a najznamejsich limitnych teorém v teérii
pravdepodobnosti. Nech N(n, ¢) je poéet postupnosti dizky n, ktoré vyho-
vuji podmienke v otédzke, to jest v ktorych sa pomer poétu znakov (k cel-
kovému poétu hodov) 1isi od 1/2 o menej nez e.

Teoréma 2. Plati
N, ) _

Tim i

now 2"

Inymi slovami, zlomok tych postupnosti, v ktorych sa pomer poétu znakov
k 7 1i&i od 1/2 0 menej nez ¢ > 0, sa blizi k jednotke, ked n vzrasté, a to pre
TubovoIné ¢ > 0.

Této teoréma sa nazyva slabym zdkonom velkych ¢isel pre hidzanie
bezchybnej mince. Tto teorému by sme mohli dokézat tak, Ze by sme uké-
zali, Ze plati

lim

o Crln)t — 1. 3
n—»col:2n k| kin =172 |<e a )] ®)

Teoréma 2 hovori, Ze vo viésine pripadov, ak hddzeme mincu n-krat
(n dost velké), tak pomer poétu znakov (k celkovému poétu hodov) bude
blizky 1/2.

Toto je vlastne uz séasti to, ¢o sa intuitivne rozumie pod zékonom prie-
mernych hodndt, ktory néas naviac vedie k presveddéeniu, Ze nezélezi na tom,
ako sme si zle poéinali pri prvych » hodoch, pretoZe nakoniec sa veci ustélia
a urovnaji, ak vydrzime pri hddzani mince.

V dalom bude dokézané teoréma 2. Dokaz by bolo mozné urobit tiez
tak, Ze by sa odvodil vztah (3) priamym vypoétom, ako to bolo urobené
povodne. Dnes sa to vSak dokazuje jednoduchsim spésobom, ktory sa hodi
aj pre vSeobecnejSie situdcie. Prv nez tak urobime, zavedieme niektoré
pojmy a dokédzeme niektoré pomocné tvrdenia.

2. Ndhodné udalost, ndhodnd premennd, strednda hodnota
Definicia
a) Nech £, je mnoZina pozostdvajica zo vietkych postupnosti pismen

Z a O dlzky n. Oznaéme tieto postupnosti wy, @, ..., oy, N = 27. Mnozinu
£, nazyvame priestorom elementdrnych udalosti w.

b) Nech 4, B, C a tak dalej oznaéujt podmnoziny priestoru 2. Nazyvame
ich ndhodnymi udalostami, krédtko udalostami. Pravdepodobnost Iubo-
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volnej podmnoziny A sa definuje ako stéet pravdepodobnosti vSetkych
postupnosti, ktoré su v 4, to jest

P(4) = 27 . L,

kde k je pocet postupnosti v 4 alebo ekvivalentne: P(4) je zlomok tych
postupnosti (z celkového poctu), ktoré st v 4.

¢) Nech X je Tubovolné redlna funkcia definovand na £,. Nazyvame ju
niahodnou premennou na f£2,,. Strednd hodnota funkcie (ndhodnej pre-
mennej) X je definovand vztahom

1
EX wZﬁ:O,. X(w) . o

Jednou zaujimavou podmnozinou toho priestoru £, je mnozina 4 vset-
kych takych postupnosti, kde prvym é&lenom je Z. Tdto mnozinu mozno
popisat takto: Vysledkom prvého hodu je znak. Za predpokladu b)
musime mat P(4) = 1/2. Je to preto, lebo je presne 27—1 prvkov mnoziny
Oy, ktorych prvym élenom je Z.

Vsimnime si, zZe strednd hodnota funkcie X je vlastne priemer jej hodnét
véazenych pravdepodobnostou. Ak X nadobida hodnotu z; na mnozine
postupnosti 44, x, na 4,, ..., zx na A, pricom tie 4; s disjunktné, tak
mozeme pisat

k
X — Z xiP(Ai).

i=1
Operécia strednej hodnoty m4é vlastnost linearity:
E(@X + bY) = aEX + bEY,
kde a a b st redlne ¢isla. Okrem toho plati:
EX =z Opre X = 0.
V dalfom budeme oznafovat symbolom {w: ...} mnozinu tych prvkov

0 z 2y, ktoré splituji podmienky uvedené za dvojbodkou.

3. Ceby§evova nerovnost
Doékaz teorémy 2 sa zakladd na dolezitej CebySevovej nerovnosti, ktora
teraz dokazeme.

Tvrdenie 3. Pre Tubovolnt funkciu X na £, a Iubovolné ¢islo ¢ > 0 plati

Pl : | X(w) | =e¢) gLE(XZ),

g2
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Doékaz. Tvrdenie vyplyva zo vztahov

Plo:|X(w)]| £ ¢ =71n—(poéet o:|X(w)]|z2e=

2
LS s o
o: | X(w)| =¢ 2n o: | X(w)| =¢ €2 2n
1 1 1
< — X2(w) — = — E(X?).
= MZ) e (X2)
Definujeme pomocné nahodné premenné Xj, ..., Xy, Sy na 0, vztahmi

1 ak j-ty ¢len v postupnosti o je Z,
Xj(0) = { an

0 ak j-ty ¢len v postupnosti o je O,
Sp(w) = Xy(w) + ... + Xp(w),

takze Sp(w) udava pocet znakov postupnosti w.

Pocitajme

EX,=0. P(w:prvy hod je O)+1.P(w:prvy. hod je Z)=1/2.
EX,X; = 0. P(o : prvy alebo druhy hod je C) + 1. P(w : prvy a druhy hod
. 1 ,
jeZ) =—

(pretoze je 27-2 postupnosti zatinajtcich s ZZ). Podobne sa vypocita,
ze ak i # j, tak

1Ly 1
Sl
o 2n -1 postupnosti,

E(Xi——;~) (X,—%):O,i;éj.

] \2 1
Bl

pre vSetky postupnosti, a preto

% pre 271 postupnosti,

takze

Dalej plati

Nakoniec vezmime
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Pomocou zavedenych oznaceni nadobudne teoréma 2 nasledovny tvar:

Teoréma 2’. Plati
‘ |
limP(m: S(e) ___;_3 < g) sy

n

n—»w

Dékaz. Podla Cebysevovej nerovnosti mame

n 2

| i

1
| i E(S,,/n———)
| L TE 7).

Ak pouzijeme vztah (4), dostaneme

P(w:g S,,(w)_i ge)s—l
| " 2 | -

z ¢oho

e Plo e L
n—>m | n 2 |

Kedze P(£2,) = 1, tak dokaz je hotovy.

I1. Zovseobecnenie na pripad Iubovolnej mince

Teraz uvedieme, aky tvar nadobudnd predchddzajice vysledky, ak
nepredpokladéme, Ze minca je bezchybnd, ale méze to byt nejaké nepravi-
delnd minca.

Uvazujeme 7 nezavislych hodov nepravidelnej mince a nech p je ¢islo

s vlastnostou 0 < p < 1.
To znamend:

a) Celkom je 2» moznych vysledkov pozostdvajicich zo vsetkych pos-
tupnosti w v 2.
b) Pravdepodobnost P(w) Iubovolnej postupnosti w je dand vzfahom

P(w) — pk(w) qn‘k(“’) ,q=1—p

kde k(w) je potet znakov v postupnosti w.
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Tak ako predtym, definujeme
= ), P(w),

wed
pre 4 < Q. Pre Iubovolniu redlnu funkciu (ndhodnt premenni) X, defino-
vanu na 2, definujeme jej stredni hodnotu vzfahom
EX = ) X(w)P(w).
@ €2n

V pripade hadzania nepravidelnej mince platia vztahy, ktoré sa doka,zu]ﬂ
podobne ako v pripade bezchybnej mince.

1. P9 —1

2. PLAU B) £ P(A) + P(B), A, B < Q,, s rovnostou, ked 4 a B st
disjunktné.

3. Plati P(w : Sp(w) = k) = Cy(n)pkqn—*.

4. Plati Cebysevova nerovnost.

5. Plati slaby zdkon velkych éisel v tvare: pre IubovoIlné ¢islo ¢ > 0

1imP(w:"M-—pi< s)=l.

n—>o | n |

6. Cislo p sa nazyva pravdepodobnostou toho, ze padne znak.

7. Mozno pouzit Stirlingovu aproximaéciu, ked chceme dostat aproximéciu
pre hodnotu P(S;, = n).

Citatelovi, ktory sa zaujima hlbsie o otdzky teérie pravdepodobnosti,
odporu¢ame pricu [2], pripadne [3], [4], [5].
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