
VYBRAN^ KAPITOLY Z ELEMENTARNEJ TEORIE CfSEL I

Stefan ZNAM, Bratislava

Tento 6ldnok je uriiny profesorom gymndzii ako pomocnd literatura 
k vyucovaniu v^berovej matematiky v 4. ro6niku

I. DeliteFnost’ Cisel

K lubovolnej dvojici prirodzenych cisel a a b existuju take nezaporne 
cele cisla q a, z, ze plati

bq + z, pricom 0 ^ z < b (1)

Skutocne: ak — je pravy zlomok, tak mozeme pisat a = b . 0 a

a ziadan^ vyjadrenie dostaneme, ked polozime q = Q, z a; ak — je

nepravy zlomok alebo 1, tak ho mozno pisat v tvare suctu celeho cisla 
a praveho zlomku

a d , ,— = c + —, cize a = be ab b

a ziadane vyjadrenie dostaneme, ked polozime q = c, z = d (pretoze 
0 <b).

Priklad 1. Nech a = 2, b = Potom 2 = 3.04-2, teda q = 0, z = 2, 
a tak z splhuje nerovnice 0 ^ z < b.

Priklad 2. Nech a = 1, b — 3. Potom a = b . 2 1, cize q = 2, z = 1.

Priklad 3. Ak pracujeme s vacsimi cislami, tak q a z nemozno uhadnuf. 
Vtedy vykoname ciastocne delenie; q bude ciastoenym podielom, z zvyskom. 
Ak napriklad a = 187, b = 14, tak

187
14" 13 4- 14 cize q = 13, z

Ak zvysok pri deleni cisla a cislom b je 0, tak hovorime, ze cislo a je 
delitelne cislom b. Oznacujeme to b\a. Teda ak a je delitelne b, tak 
existuje prirodzene cislo q, pre ktore plati a = b . q. Fakt, ze a nie je, 
delitelne b, zapisujeme b )(a. Ked b | a (hovorime aj b je delitel’om a), 
potom zrejme b ^ a.
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Priklad 4. Cislo 2 je delitelom cisla 6, lebo 6 = 2.3, a tak mozeme 
pisat 2 I 6. Podobne 33 je delitel’ne 11, lebo 33 = 11 .3. Naproti tomu 
2^5,3^1,13^2.

Zoberme teraz pevne prirodzene cislo b. Na zaklade vyssie povedaneho 
pre kazde prirodzene cislo a existuju take cisla q a, z, ze plati

a = bq z, kde 0 ^ z < b 

Teda kazde prirodzene cislo sa da napisat v jednom z tvarov 

bq, bq1, ...,bq{b— 1)

Napriklad ak 6 = 4, tak kazde prirodzene cislo inozno pi.sat v jednom 
z tvarov 4q, 4g + 1 > + 5, 4^ + 3.

Tento fakt budeme v d’alsom casto pouzivat. Teraz na zaklade 
uvedenych iivah dokazeme jednu vetu, ktorii vyuzijeme v dalsej casti 
clanku.

Veta 1. Druha mocnina kazdeho prirodzeneho cisla n ma tvar 4k 
alebo 4fc + 1.

Dokaz. Budeme rozlisovat styri pripady:
a) Nech n ma tvar 4q, tak = (4^)2 = IQq^ = 4{4q^)-, polozme 

4q^ — k. Potom v?- = 4k.
b) Nech n — 4q ^ 1, potom = (4g -|- 1)2 = 16g'2 gg + 1 = 4{4q^ + 

+ 2^) + 1. Ak polozime 4q^ ‘Iq = k, dostaneme, ze 'n?- ma tvar 4k 1.
c) Nech w = 4g + 2, tak = 16g2 -j- I6g' + 4, teda po vhodnom ozna- 

ceni zistujeme, ze ma tiez ziadany tvar.
d) Obdobne by sme postupovali v poslednom pripade, ked n ma tvar 

4q + 3.
Teraz sa vratime k vztahii delitelnosti a uvedieme niekolko jeho 

vlastnosti.
Pre lubovolne prirodzene cislo a zrejme plati a | a. Hovorime tomu, 

ze vztah delitelnosti je reflexivny.
Vztah delitelnosti je aj tranzitivny, t. j. plati: ak a | 6 a sucasne b | c, 

tak a\c. Skutocne: ak a | 6, tak existuje take prirodzene cislo q, ze 
b = a . q; zo vztahu b \ c vyplyva existencia prirodzeneho cisla p s vlast- 
nostou c — b. p. Z tychto rovnosti dostavame c = b.p = {a. q).p = a.
. {p ■ q), cize a je delitelom c.

Veta 2. Nech a\b, a\c, potom pre lubovolne cele cisla x a, y take, 
ze bx + cy je prirodzene cislo, plati a\bx cy.

Dokaz. Mozeme pisat b = 
cisla. Potom bx + cy — a{px

a . p, c — a . q, kde p a, q sxi prirodzene 
- qy). Cislo px + qy je cele (pretoze sucet
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dvoch celych cisel, ako i siicin dvoch celych cisel je cele cislo) a na zaklade 
podmienky vety je kladne (aj a je kladne aj hx + cy je kladne), a preto 
mozeme vyhlasit, ze cislo hx + cy je delitel’n^ cislom a.

Ddsledok. ak a\b, a\c, tak a\h c.
Prlklad 4. Sucet dvoch parnych cisel je znova parne cislo. Skutocne: 

pame cislo je cislo deliteln^ dvoma; teda ak 2 | a, 2 | 6, tak podia vety 2 
plati 2 I a + 6, a tak a + ^ je parne cislo.

Priklad 5. Mozno 40 litrov vody rozliat do 3-litrovych a 6-litrovych 
nadob tak, aby kazda poiizita nadoba bola plna?

RieSenie: Nemozno, lebo podia vety 2 je cislo Sx -j- 6y delitelne troma, 
avsak 40 nie je troma delitelne.

Cvicenia*)

1. Najdite neuplny podiel a zvysok v nasledujiicich pnpadoch;
a) o = 9, 6 = 4;
b) o = 7, 6 = 7;
c) a = 128, b = 31.

2. Zistite, ktore z cisel 121, 342, 1001 sii delitelne cislom 11.

3. Delitelnost sa d4 uplne analogicky definovat pre vsetky cele cisla. Ui'obte to! 
Dokdzte: ak a | 6, tak —a \ b, —a \ —b, a | —b.

4. Dokdzte: Druhd mocnina kazdeho prirodzeneho cisla sa dd napisat bud 
V tvare 3A:, alebo v tvare 3A: + 1.

5. Dokdzte bod d) vety 1.

6. Ak o I c a 6 je lubovol’ne prirodzene cislo, tak a | be. Dokdzte to!

7. Ak o a 6 su prirodzene cisla a ak o | 6, tak a ^ b. Dokdzte to!

8. Mozno rozliat 50 litrov vody do 4-litrovych a 12-litrovych nddob tak, aby 
kazdd pouzitd nddoba bola plnd?

9. Ndjdite vsetky prirodzene cisla do 50, ktore sii delitelne troma, ale nie sii 
delitelne piatimi.

*10. Vedeli by ste dokdzat, ze ked a | 6 a sucasne b | a, tak a = b (hovorime tomu, 
ze vztah delitelnosti je antisymetricky) ? Ndvod: mozno pisat b = a . p, a b . q, 
kde p & q su prirodzene cisla, cize b — (p . q) . b.

II. Najvacsi spolocny delitel

Majme dane dve prirodzene cisla a ab. Ak o nejakoin prirodzenom cislo c 
plati c\a, c\h, tak hovorime, ze c je spolocnym delitelom cisel a a 6.

Cislo 1 je delitelom kazdeho prirodzeneho cisla (lebo pre lubovolne a 
\e a — \ . a) a tak 1 je spolocnym delitelom lubovolnych dvoch cisel.

*) Ndrocnejsie priklady su v tejto praci ()znacene hviezdickou pri cisle prikladu.
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Na druhej strane, len konecne mnoho prirodzenych cisel moze byt 
spolocnym delitelom danych dvoch cisel (to vyplyva napriklad z cvi- 
cenia 7 v predchadzajiicej casti), a tak spomedzi spolocnych delitelov 
dvoch cisel mozno vybrat najvacsie, a toto cislo budeme nazyvat naj- 
vacsim spolocnym delitelom tych cisel. Najvacsieho spolocneho delitela 
cisel a a 6 budeme oznacovat (a, h).

Priklad 6. Najdime najvacsieho spolocneho delitela (NSD) cisel 
36 a 30. Napisme vsetky delitele cisla 36; sii to: 1, 2, 3, 4, 6, 9, 12, 18, 36. 
Cislo 30 ma delitele 1, 2, 3, 5, 6, 10, 15, 30. Vidime teda, ze (36, 30) = 6. 
Neskor ukazeme rozumnejsi sposob na urcenie NSD.

Hned z definicie vyplyvajii tieto vlastnosti NSD:
Veta 3. {a, a) — a, {a, 1) = 1 pre kazde prirodzene cislo a.
Veta 4. (a, b) \ a, {a, b) \ b.
Veta 5. Ak a a 6 su prirodzene cisla, tak

a b
(a, b) ’ (a, b) 1

Dokaz. Na zaklade vety 4 mozeme pisat a — A . {a, b), b — B . {a, b), 
kde A a 5 su prirodzene cisla. Teda

(>7^’ (a,

Budeme dokazovat nepriamo. Predpokladajme, ze {A, B) = q > \- 
Potom na zaklade vety 4 mozno pisat A — Pq, B = Qq, kde P a, Q 
su prirodzene cisla. Tak dostavame a = P . q . {a, b), b = Q . q . {b, a), 
a preto cislo q. {a, b) je spolocnym delitelom cisel a a b, pricom 
q . {a, b) > (a, b). To je spor s predpokladom, ze (a, b) je najvacsim spo­
locnym delitelom a a b. Tym je dokaz ukonceny.

(Q A O A \
^ I = (6, 5) = 1.

Veta 6. Ak (a, b) = n, tak existuju cele cisla Xq a yo take, ze

n = axo A- byo
Dokaz. Skumajme vsetky cisla tvaru ax -f by, kde x a y prebieha 

vsetky cele cisla. Medzi cislami tvaru ax + by budu aj zaporne aj kladne 
cele cisla a bude tarn aj 0 {x = y — 0). Nech s je najmensie kladne cislo 
tohto tvaru. Dokazeme, ze s = n.

Oznacme Xq a yo tie cele cisla, pre ktore plati axo + byo = s. Dokazeme, 
ze s I a. Dokazujeme nepriamo. Nech s )( a a nech plati a = s . g -j- z, 
kde z je prirodzene cislo mensie ako s (vychadzame z predpokladu s Jf a\).
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Potom z = a — s . q = a — {axo + byo) . q = a{l -— qxo) + b{—qyo). Teda 
z je prirodzene cislo tvaru ax by a je mensie ako s, a to je spor. 
Podobne sa dokaze, ze s je delitel’om cisla b. Cislo s je spolocnym delitelom 
cisel a a &, a tak nemoze prevysovat ich najvacsieho spolocneho delitela, 
cize s ^ n. Na druhej strane na zaklade vety 2 je cislo s = axo + byo 
delitelne cislom n (lebo n je spolocnym delitelom a a b), a tak na zaklade 
cvitenia 7 odseku I plati n ^ s. Zhrnutim poslednych dvoch nerovnic 
dostavame n = s. Tym je dokaz vety ukonceny, lebo sme nkazali, ze 
n = axo ^ byo.

Tato veta nam umoznuje dokazat mnoho zaujimavych a dolezitych 
vztahov tykajucich sa najvacsieho spolocneho delitela.

Veta 7. Ak c | a, c\b, tak c | (a, 6).
Dok az. Na zaklade vety 6 je {a, b) = axo + byo, kde Xo a yo sii 

cele cisla, a tak na zaklade vety 2 plati c | axo + bijo = {a, b).
Priklad 8. Vieme uz, ze (36, 30) = 6. Podia vety 6 sa cislo 6 musi dat 

vyjadrit v tvare 3Gx + 30y. V tomto pripade mame I’ahku ulohu: zrejme 
6 = 36 — 30, teda Xo — 1, yo = —1.

Najvacsi spolocny delitel viac ako dvoch cisel sa definuje analogicky: 
je to najvacsie cislo zo spolocnych delitelov danych cisel.

Priklad 9. Najdite najvacsieho spolocneho delitela cisel 36, 30 a 20. 
Napisme vsetky delitele cisla 20 ; 1, 2, 4, 5, 10, 20. Vidime teda, ze 
(36, 30, 20) = 2.

Pre vypocet NSD troch cisel sa da vhodne pouzit aj nasledujiica veta.
Veta 8. Pre lubovolne prirodzene cisla a, 6 a c plati 

[a, b, c) = ({a, b), c)
(Slovami: najvacsieho spolocneho delitela troch cisel vypocitame tak, ze 
vypocitame NSD prvych dvoch — oznacime to d — a potom NSD 
tretieho cisla a cisla d.)

Dokaz. {a, b, c) je delitelom cisel a a 6, a tak podia vety 7 (a, b, c) | {a, b); 
pritom (a, b, c) je delitelom aj cisla c, a tak je spolocnym delitelom cisel 
(a, b) a c. Z toho vyplyva, ze (a, b, c) je mensie alebo rovnake ako NSD 
cisel (a, b) a c, cize (a, b, c) ^ ((a, b), c). Podobne sa dokaze nerovnica 
(a, b, c) ^ {{a, b), c) a z tychto dvoch nerovnic uz vyplyva tvrdenie nasej 
vety.

Priklad 10. Vypocitajme este raz (36, 30, 20). Podia poslednej vety 
(36, 30, 20) = ((36, 30), 20) = (6, 20) = 2.

Poznamka. Da sa dokazat tvrdenie: nech n ^ 3 je prirodzene cislo 
a nech Xi, . . Xn su tiez prirodzene cisla. Potom

{Xi, . . ., Xre_i, Xn) = {{Xi, . . ., Xn^\), Xn)
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Nech ai, an sii prirodzene cisla. Hovonme, ze su nesudelitelne, 
ak («!, ...,an) — 1. Inac hovonme, ze su sudelitelne. Hovonme, ze tie 
cisla su po dvoch nesudelitelne, ak pre vsetky i,j — 1, .. .,n plati 
(ai, ay) = 1.

Prlklad 11. Cisla 5, 6, 12 su nesudelitelne, lebo (5, 6, 12) = 1, ale nie sii 
po dvoch nesudelitelne, lebo (6, 12) = 2. Naproti tomu cisla 2, 3, 5 su 
po dvoch nesudelitelne (a preto aj nesudelitelne!), lebo (2, 3) = (2, 5) = 
= (3, 5) = 1.

Veta 9. Ak a | he, pricom a a 6 su nesudelitelne, tak a | c.
Dokaz. (a, h) = 1, teda podia vety 6 existuju cele cisla Xq a tak, 

ze 1 — axo -)- hyo- Vynasobme tiito rovnost cislom c: c = ocxq + heyo. 
Zvety2az predpokladu a | he vyplyva, ze prava strana je delitelna 
cislom a, preto je cislom a delitelna aj lava strana, cize e. Tym je dokaz 
ukoncen;^.

Cvicenia

1. Najdite vsetky spolocne delitele cisel 28 a 72.

2. N4jdite (32, 48) a (32, 48, 40).

3. Dokdzte: Pre lubovolne a, b a m je {ma, mb) = m(a, 6).

4. Nech 6 a s su symboly vystupujuce v dokaze vety 6. Dokazte s | b.
5. Dokazte: (a, b, c) ^ {(a, b), c).

*6. DokAzte nasledujuce tvrdenie (ktora je zovseobocnenim vety 3): ak d je 
lubovolny spolocny delitel ci'sel a a b, tak

\ d d)
{a, b)
~d

7. Dokazte: Ak (a, b) = 1, tak (a^, b^) = 1.

8. Dokdzte: | b^ vtedy a len vtedy, ked a |6.

*9. Nech xy = z^, pricom (x, y) = 1. Potom x = {x, z)^, y = {y, z)^.
Navod: {x, z)^ \ z^ = xy, pricom ((a;, z)^, y) = 1, a tak {x, zY \ x atd.

*10. DokAzte: Ak cislo a je delitelne dvoma nesudelitelnymi 6islami, tak je 
delitelne aj ich sdcinom.

11. Na pn'klade ukazte, ze ked p | a a sucasne q \ a, potom e§te nemusi platit 
pq I a. Porovnajte to s predchadzajiicim prikladom.

12. Je pravdive tvrdenie: ak ab | c^, tak aspoh jedno z cisel a a 6 je delitelom 
cisla c?

13. Najdite taku trojicu nesudelitelnych cisel, aby kazde dva z nich boli siideli- 
telne.

14. Z vety 6 vyplyva existencia takych celych cisel Xo a yo, ze plati 9xo + 122/o = 3 
(pretoze (9, 12) = 3). Pokuste sa najst take cisla xq a yo.

15. DokAzte: Ak a | b, tak (a, b) = a.
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III. Euklidov algoritmus

V predchadzajiicich odsekoch sme sa niekolkokrat stretli s vypoctom 
najvacsieho spolocneho delitela dvoch cisel. Pocitali sme ho primitivnou 
metodou tak, ze sme vymenovali vsetky delitele obidvoch cisel a nasli 
sme naj vacsi zo spolocnych prvkov. Je vseobecne znama ina — rozumnejsia — 
metoda na vypocet NSD pomocou rozkladu danych cisel na prvocinitele. 
Achilovou patou tejto metody je, ze rozlozif vacsie cisla na korenove 
cinitele nie je taka jednoducha vec. Ukazeme tu na vypocet NSD dalsi 
sposob, ktory je velmi mechanicky.

Majme dan4 dve prirodzen^ cisla a a 6 a dajme si za ulohu najst (a, 6).
Predpokladajme, ze a > 6. Na zaklade uvah prveho odseku existuju 

tak6 nezaporne cele cisla qi a, ri, ze

a = hqi Ti, 0 ^ ri < 6

Ak Ti — 0, tak h\a a (a, b) = b (pozri cvicenie 15 odseku II). Pred­
pokladajme, ze ri > 0. Aplikujme hore uvedemi uvahu na dvojicu cisel 
b a ri. existuju nezaporne cele cisla qi a ri tak, ze 6 = riq2 + ^2, kde 0 ^ 
^ ^2 < ri. Ak ^2 = 0, tak sa proces konci, lebo (podobnymi uvahami 
ako VO vete 10) sa da dokazat, ze potom {a, b) = ri. Ak rx > 0, tak 
pokracujeme dalej a dostavame rovnost

ri kde 0 ^ ra < ^2 atd.riqs + ^3,

Cisla b, r, r2, r^,... tvoria klesajucu postupnost nezapornych celych cisel, 
a preto po konecnom pocte krokov dospejeme k takemu i, ze rt = 0. 
Vtedy nas proces konci.
Zhrnutim dostavame sustavu

a = 6g'i + ri 

b = riq2 + r2
ri = ^2^3 + ^3

0 < ri < & 
0 < r2 < ri 
0 <r3<r2 (2)

n-_3 = ri_2qi-i + ri_i 
n-i = n-iqi 0 < ri_i < ri_2

Tento proces sa nazyva Euklidov algoritmus. Ako to v dalsom 
uvidime, je velmi uzitocny nielen pri vypocte NSD dvoch cisel, ale aj pri 
rieseni inych liloh teorie cisel.

Prlklad 11. Aplikujme Euklidov algoritmus na cisla 46 a 18.

46 = 18.2 -1- 10 = 2, rj = 10 < 18
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92 = 1, ^2 = 8 < 10
93 = 1, ^3 = 2 < 8
94 = 4, r4 = 0

18 = 10.1 + 8 
10 = 8.1 + 2 
8 = 2.4 + 0 

Veta 10. (a, h) = ri_x.
(Slovami: Najvacsi spolocny delitel dvoch cisel a a 6 sa rovna poslednemu 
delitelu v Euklidovom algoritme aplikovanom na cisla a a, b).

Dokaz. Najskor dokazeme
{a, b) = {b, ri) (3)

Nech (6, ri) = d. Z prvej rovnosti (2) a z vety 2 a vety 4 vyplyva 
d I a; zrejme d\b, a, tak d je spolocnym deliteTom cisel a a b, a preto d je 
mensie alebo rovnake ako NSD cisel a a b, cize

{b, ri) ^ {a, b)

Prvu rovnost (2) mozno upravit takto: ri — a — bqi. Oznacme D = 
= (a, b). Potom na zaklade viet 2 a 4 je i) delitelom a nakolko je 
delitelom aj b, nemoze prevysovat NSD cisel 6 a ri, a tak (a, b) ^ {b, ri). 

Z poslednych dvoch nerovnic dostavame rovnost (3).
Teraz by sme liplne analogicky dokazali rovnosti

{b, ri) = (ri, 7*2) = ... = (ri_2, ri_x) (4)

Pomocou poslednej rovnosti z (2) {cvicenie 15 odseku II), sa mozeme 
presvedcit, ze

(/•f_2, n_i) = ri_i (5)

Zhrnutim (3), (4) a (6) mame

[a, b) = {b, n) = (ri, 7*2) = ... = (n_i, ri_2) = ri_x (6)

Tym je dokaz vety 10 ukonceny.
Vratme sa k prikladu 11. Mozeme teraz konstatovat, ze (46, 18) — 2. 

Vidime, ze pri vypocte sme nepouzili rozklad na prvocinitele. Euklidovym 
algoritmom mozno vypocitat len NSD dvoch cisel; pri vacsom pocte 
cisel musime pouzif livahy uvedene v predchazajucich odsekoch.

Priklad 12. Vypocitajte najvacsieho spolocneho delitela cisel 342 a 180 
(za a volime vzdy to vacsie cislo).

Postup:
342 : 180 = 1... 
162
180 : 162 = 1... 

18

342 = 180.1

180 162 . 1

162, n = 162

18,7-2 ^ 18
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162
0

18 = 9 162 = 18.9 + 0, rj = 0

Teda (342, 180) = 18.
Priklad 13. Vypocitajte (342, 180, 600). 

600, 180) = ((342, 180), 600) = (18, 600).

600 : 18 = 33...
60

6

Pouzijeme tu rovnost (342,

ri = 6

18
0

6 = 3 rz = 0

Poslednym delitelom je 6, a to je najvacsim spolocnym delitelom vset- 
kych troch cisel.

Priklad 14. Doteraz sme uviedli len priklady, ked Euklidov algoritmus 
,,prebehol“ rychlo. Nie je tomu vzdy tak a niekedy potrebujeme mnoho 
,,krokov“, kym najdeme NSD.

Vypocftajme teraz (13 740, 6 945).
13 740:6945 = 1... n = 6 795
6 793

6 945 : 6 795 = 1, 
150

6 795 : 150 = 44. 
795 
45

150 : 45 = 3... 
15

15 : 3

Teda (13 740, 6 945) = 3.

rz = 150

^3 = 45

r4 = 15

rs = 0

Euklidov algoritmus nam umoznuje riesit este jednu dalsiu lilohu 
z teorie cisel (o zavaznosti ktorej sa presvedcime v nasledujiicom odseku). 
Vet a 6 pre kazde dve prirodzene cisla a a 6 zarucuje existenciu takych 
celych cisel Xq a yo, ze plati {a, b) = axo -j- hyo) pouzitim Euklidovho 
algoritmu vieme najst tieto cisla. Teraz ukazeme, ako sa to robi. Ak 
h j a, tak (a, 6) = 6 = 6 . 1 + a . 0. Preto mozeme predpokladat, zeh )( a.

Zoberme predposlednu rovnosf zo sustavy (2) (pozri vetu 10)

= ri_zqi_i + = ri_zqi_x + {a, h)
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Po uprave z nej dostaneme 

(a, h) ri-3 — ri_2qi-i (V)
Teda (a, h) sme vyjadrili v tvare Jn-_3 + Bri_2. Z predchadzajucej 

rovnosti (2) mozno n_2 vyjadrit pomocou ri_2 a n_4. Ak to dosadime do (7), 
dostaneme {a, b) vyjadrene v tvare Cri_3 + Dri_4, atd. Ak takto budeme 
postupovaf, dostaneme nakoniec {a, b) vyjadrene v tvare aF + bG, kde 
F a, G su cele cisla.

Priklad 15. Vratme sa k pnkladu 12. Ukazali sme, ze (342, 180) = 18- 
Vyjadrime 18 v tvare 342a; + 180y. Budeme vychadzat z rovnosti

342 = 180 . 1 + 162 
180 == 162.1 + 18

Z druhej rovnosti vyplyva: 18 = 180 — 162 . 1. Dosadme namiesto 162 
vyraz 342 — 180.1 (co sme ziskali upravou prvej rovnosti). Vysledok je 
18 = 180 — (342 — 180.1) = 180.2 + 342 . (—1). V tomto pripade 
xo = 2, yo = —1-

Priklad 16. Pokiisme sa vyjadrit cislo 6 v tvare 372a; + 150y. Urobme 
Euklidov algoritmus pre dvojicu cisel 372 a 150:

372 = 150.2 + 72
150 = 72.2 4- 6

(dalej uz nemusime pokracovat!) 
Marne preto 6 = 150 — 2 . (372 
X = —2, X = 5.

150.2) = 373 . (—2) + 150.5, cize

Cvi6enia

1. Rie§te priklady 12, 13 a 14 znamou metodou (rozkladom na prvocinitelov) 
a porovnajte obtaznost tych dvoch me tod.

2. Pouziti'm Euklidovho algoritmu vypocitajte: a) (324, 160), b) (7536, 8000), 
c) (345, 500, 1210), d) (240, 150, 85, 325).

3. Najmensim spolocnym nasobkom dvoch prirodzenych cisel a a 6 nazyvame 
najmensie prirodzene cfslo D s vlastnostou a \ D, b\ D. Pre vypocet najmen§ieho 
spolocneho ndsobku cisel a a b — oznacujeme ho \a, 6] — da sa odvodit nasledujuci 
vzfah

ab
[«.<>] = 7 (8(a, b)

Vidime teda, ze prostrednictvom tohto vzt’ahu mozno vyuzit Euklidov algoritmus 
aj pri vypocte najmenSieho spolocneho nasobku dvoch cisel.

Pouzitim vzfahu (8) vypocitajte najmensi spolocny nasobok cisel 24 a 32. Vypoci­
tajte ho aj inou metodou a porovnajte stupeh obfaznosti.
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4. Vypocitajte [17, 19], [125, 350].

5. Vyjadrite ci'slo 15 v tvare 450x + 105i/.

6. Vedeli by ste cfslo 30 vyjadrit v tvare 450x + 105y.

7. Da sa cislo 15 vyjadrit v tvare 450a; + 315y.

8. DokAzte: Ak (a, 6) = 1, tak ci'slo 2 sa da vyjadrit v tvare ax + by. Nevedeli by 
ste tento fakt zovseobecnit ?

9. Vyjadrenie {a, b) v tvare ax + by nie je jednoznacne. Vedeli by ste najst aj ine 
vyjadrenie v priklade 151 Kolko roznych vyjadreni asi existuje?

10. Vyjadrite ci'slo 100 v tvare 625a; + lOOOy.

IV. Linearne diofanticke rovnice

Uz V prvom odseku sme sa pytali, ci mozno 40 litrov tekutiny rozliaf 
do 3-litrovych a 6-litrovych nadob. Pri riesem sme prisli do styku s rov- 
nicou 3a: + 6y = 40 a hladali sme jej riesenie v celych cislach (pretoze 
X Sb y predstavuju pocty nadob urciteho druhu, a tak nemozu byt necele 
cisla!). Mnoho matematickych problemov, ale aj hadaniek vedie na 
hladanie celociselnych riesem nejakej rovnice alebo rovnic tohto druhu. 
Taketo rovnice nazyvame diofantickymi rovnicami (grecky mate- 
matik Diofantos sa v 3. storoci pred nasim letopoctom prvy zaoberal 
riesenim takychto rovnic).

My sa obmedzime len na riesenie niekolko malo typov diofantickych 
rovnic. V tomto odseku sa budeme zaoberat len riesenim tzv. linearnych 
diofantickych rovnic s dvoma neznamymi, ktore sa dajii zapisaf v tvare

ax hy c (9)

kde a, b, c su nenulove cele cisla. Vzdy mozno dosiahnut (a my to 
V dalsom budeme predpokladat) c > 0.

Riesenim rovnice (9) nazyvame takii dvojicu celych cisel Xq a yo, 
ze plati axo + byo — c. Napriklad dvojica (2, 1) je riesenim diofantickej 
rovnice 2x 3y = 1, pretoze 2.24-3.1 = 7 a pritom 2 a 1 su cele 
cisla. Rovnica (9) sa nazyva riesitel’na, ak existuje aspoh jedno riesenie; 
riesit rovnicu znamena najst vsetky jej riesenia.

Veta 11. Diofanticka rovnica (9) je riesitel’na vtedy a len vtedy, ked
d = (I a I, I 6 I) I c (10)

(symbolom | a | oznacujeme absolutnu hodnotu cisla a).
Dokaz. Budeme dokazovaf v dvoch krokoch.
a) Najprv dokazeme, ze ked je rovnica (9) riesitelna, tak plati (10). 

Predpokladajme, ze existujii cele cisla Xq a yo take, ze c = axo byo. 
Na zaklade vety 4 plati d||a|, d\\b\, a preto na zaklade vety 2: 
d\axo + byo = c.
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b) Dokazeme, ze ked’ plati (10), tak rovnica (9) je riesitel’iia. Z (10) 
vyplyva

c = e {\ a\,\h \) — e . d

Skumajme teraz diofanticku rovnicu

ax hy = d

Podia vety 6 existuju take cele cisla Xq O; y^, ze plat!

\a\xo+ \ h\yQ = d

(11)

(pretoze d je najvacsim spolocnym delitelom cisel | a | a | 6 |).
Ak a > 0(a < 0), tak polozme Xi = Xq{xi = —Xq)); ak 6 > 0 (6 < 0), 

tak polozme yi = yo{yi = —yo)- Potom zrejme plat!

aXi + byi = d

Teda diofanticka rovnica (11) je riesitelna.
Polozme Xi = exi, y2 — eyi ■ Potom

ax2 + hy2 = a{exi) + b{eyi) = e{axi + %i) = ed — c

To znamena, ze dvojica {x2, yi) je riesenim diofantickej rovnice (9), a tym 
je dokaz vety 11 ukonceny.

Priklad 17. Zistite, ci je riesitelna diofanticka rovnica

6a; — 9y = 32

Nie je riesitelna, pretoze (6, 9) = 3 a 3 32.
Priklad 18. Najdite nejake riesenie diofantickej rovnice

6a; — 9y = 3

Pozndmka. Da sa dokazat, ze riesenie tejto rovnice sa nezmeni, ak 
vsetky koeficienty delime nejakym ich spolocnym delitelom. To iste plati 
aj V dalsich prikladoch.

Riesenie. Tato diofanticka rovnica je riesitelna, pretoze (6, 9) = 3 —c. 
Vieme najsf riesenie rovnice 6z + 9f = 3 (pozri odsek III) pomocou 
Euklidovho algoritmu: 9 = 6.1 + 3, cize 3 = 6. (—1) + 9 • 1- Preto
Xq = —1, yo = 1. Polozme Xi = Xq = —1, y\ = —yo = —1( pozri cast b) 
dokazu vety 11). Dvojica (—1, —1) je riesenim nasej rovnice, pretoze 
6.(-l)-9.(-l) = 3.

Priklad 19. Najdite nejake riesenie rovnice

6a: -f lOy = 8
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Riehnie. Urobme Euklidov algoritmus pre dvojicu 6, 10

10 = 6 . 1 + 4 
6 = 4.1 + 2 
4 = 2.2

Plati (6, 10) = 2 I 8, a preto nasa rovnica je riesitelna. Skiimajme 
teraz rovnicu 6a; + 10?/ = 2. Na zaklade Euklidovho algoritmu mozeme 
najsf 2 = 6.1—4.1=6.! — (10.1—6.1) = 6.2 +10. (—1). Preto 
dvojica (2, —1) je riesenim rovnice 6a; + \0y = 2. Polozme teraz a;2 = 4 . 
. a;i = 8, ^2 = 4 . (—1) = —4 (pozri cast b) dokazu vety 11). Dvojica 
(8, —4) je riesenim nasej rovnice, lebo 6.8 + 10 . (—4) = 48 — 40 = 8.

Pre kazdu riesitelmi diofanticku rovnicu uz vieme najst nejake riesenie. 
Ostava este nevyriesena otazka ndjdenia vsetkych rieseni. Teraz sa 
sustredime na tento problem.

Nech (a;o,yo) je nejake pevne riesenie rovnice (9). Neeh dvojica (r, s) 
je lubovolne riesenia rovnice (9). Potom plati

ar hs — c = axo + hyo

z toho po uprave mame

a{r — xo) = —6(s — y^)
ft I) = d. Delme posledmi rovnost cislom d

ft

Nech

Na zaklade vety 5 je 

z rovnosti (12) vyplyva, ze

d («— yo) (12)

d

j = 1 a na zaklade vety 9 potom 

je delitelom cisla s — yo (pozri cvidenie 3

a \ ft
d 1’ ~d

odseku I). Mozno preto pisat (znovu na zaklade cvidenia 3 odseku I) 
s — yo = u . ^. Podobnymi uvahami dostaneme r — Xq = t {u a t sii

d d
cele cisla). Dosadme to do (12)

a (h \ b /a \
l[\d^) ^~~d\d^)

cize u = —t. Zhrnme tieto vysledky do vety:

Veta 12. Nech (xo, yo) je jedno pevne riesenie rovnice (9). Potom 
dvojica {r, s) je riesenim rovnice (9) vtedy a len vtedy, ked ma tvar
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r = Xo + -^t

« = yo d

(I [xq -\- -^t\ h \ yo

kde t je rubovol’ne cele cislo.
Dokaz. Dokazali sme uz, ze dvojica, ktora je riesemm rovnice (9), 

musi mat tento tvar. Zostava este dokazaf, ze kazda dvojica spominaneho 
tvaru je skutocne riesenim rovnice (9).

a \ h ^ j a .— t] — axoa —t + byo — b—t = axo byo — cd J d d

Tym je dokaz vety ukonceny. *
Priklad 20. Najdite vsetky riesenia diofantickej rovnice

Qx + lOy = 8

RieSenie. V priklade 19 sme uz nasli jedno riesenie: Xq = 8, yo = —4. 
Na zaklade vety 12 teda vsetky riesenia nasej rovnice maju tvar

r = 8 + -^^i = 8 + 5^
Li

. 6. = -4--« = -4 dt

Skutocne, kazda taka dvojica je riesemm, pretoze

6(8 + 50 + 10(—4 —30 = 48 + 30« — 40 — 30« = 8

Najdime niekolko dalsich rieseni: ak polozime t = 0, dostaneme uz 
zname riesenie (8, —4); ak polozime t = —1, dostaneme riesenie (3, —1); 
ak polozime t = —2, mame riesenie (—2, 2) atd.

Priklad 21. Teraz pri rieseni diofantickej rovnice

18a: — 30y = 60

ukazeme celkovy postup pri rieseni diofantickych rovnic (linearnych s dvo- 
ma neznamymi).

Riesenie. Aplikujme Euklidov algoritmus na dvojicu 30, 18.

30 = 18.1 + 12 
18 = 12 . 1 + 6 

12 = 6.2

50



Teda (18, 30) = 6 160, a preto rovnica je riesitelna. Z Euklidovho 
algoritmu dostaneme: 6 = 18 — 12 = 18 — (30 — 18) = 18 . 2 -f 30 . 
.(—1), cize 6 = 18 . 2 — 30 . 1. l^alej, 60 = (18, 30) . 10, a tak 
Z2 = Xi . 10 = 20, 2/2 = 2/i • 10 = 10. Toto je jedno riesenie nasej rovnice. 
Preto vSetky riesenia majii tvar

30 >
r = 20 + -—.« = 20 +

s = 10

6
18 t = 10 —3t

kde t je rubovolne ceM cislo. Skutocne: 18(20 -f 
£)al§ie rieSenia:

/ = 1, r = 25, 5=13; 
t = —3, r = 5, 5=1; 
t = —4, r = 0, 5 = —2

30(10 —30 = 60.

Pri matematickych ulohach a hadankach sa vsak (okrem celociselnosti) 
kladd dalsie podmienky na riesenie diofantickych rovnic. Napriklad 
V spominanej dlohe o rozliati M litrov tekutiny do 3-litrovych a 6-litro- 
vych nadob (vedie to na diofantickii rovnicu 3a: + 6?/ = M) sa pred- 
poklada, ze a: a y sii nezaporne cisla. Tato podmienka nezapornosti je 
velmi casta.

Diofanticka rovnica je bud neriesitelna, alebo ma v obore celych 
cisel nekonecne mnoho rieseni {t prebieha vsetky cele cisla). Naproti tomu 
pocet rieseni nejakej lilohy — pod vplyvom dalsich podmienok — bjh^a 
obycajne konecne cislo.

Priklad 22. Zistite, kolkymi sp6sobmi mozno 45 litrov vody rozliat 
do 3-litrovych a 6-litrovych nadob.

Riesenie. Uloha vedie k diofantickej rovnici

3a: + Oy = 45

Pretoze (3, 6) = 3 | 45, rovnica je riesitelna. f)alej: 3.1 -f 6.0 = 3, 
a tak 3 . 15 + 6.0 = 45. Vsetky riesenia nasej rovnice sii dvojice 
tvaru

r = 15 + 2t, 5 = —t

Diofanticka rovnica ma teda nekonecne mnoho rieseni, na§ej dlohe 
vsak vyhovuju len tie dvojice, pre ktore plati r ^ 0, 5 ^ 0, cize

15 + 2/ ^ 0, -t ^ 0;
15

^ < 0
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Lahko sa mozno presvedcit, ze obidvom nerovnostiam vyhovuju len cele 
cisla t = —7 —6, —5, —4, —3, —2, —1, 0. Uloha ma sedem riesem; 
su to:

t —7 —6 —5 —4 —3 —2 —1 0
X 1 3 5 7 9 11 13 15

y 7 6 5 . 4 3 2 1 0

Cvicenia

1. Zistite, ktore z nasledujucich diofantickych rovnic su riesitelne:
a) 2x — 3y = 1,
b) 16a; + iSy = 40,
c) 42a: — 72y = 32,
d) 10a; + 4i/ = 16.

2. Dokdzte: Ak (a, b) = 1, tak diofantickd rovnica ax by = c je rieSitelnd pre 
lubovolne cele cislo c.

3, Rie§te diofanticku rovnicu 15a: — 20y ==

4. Urcte vsetky cisla x, pre ktore je vyraz

100.

17x-
15

celym cislom.

12, pre ktore5. Ndjdite v§etky take riesenia diofantickej rovnice 24x — 30y 
plati a: > 0, y ^ 1.

6. Zistite, akymi spdsobmi sa da 100-korunovd bankovka rozmenit na 10-koruny 
a 3-koruny.

7. Vedeli by ste najst v§etky riesenia diofantickej rovnice ax -f 6y = 0?

8. DokAzte: Linedrna diofantick4 rovnica s troma nezn4mymi ax by cz — d 
je rieSiteInd len vtedy, ak (| a |, | 6 |, | c |) | d.

9. Dokdzte: Ak diofantickd rovnica ax -1- fey = c je rieSiteInd, potom md jedno take 
rie§enie (xo, yo) ze plati Xo ^ fe.

10. Dokdzte; Rovnica ax + fey = c je rieSitelnd vtedy a len vtedy, ked (a, fe) = 
= (a, fe, c).

V. Pytagorejske trojuholniky a Fermatov problem

V tomto odseku sa budeme zaoberat d’alsou zaujimavou diofantickou 
rovnicou

(13)

ktoru pozname z geometrie: ak x, y a, z su stranami pravouhl4ho troj- 
uholnika, potom sii zviazan^ vztahom (13) (Pytagorova veta). Trojicu 
prirodzenych cisel T = {x, y, z), pre ktore plati (13), budeme nazyvat 
pytagorejskym trojuholnikom.

Dajme si teraz za ulohu najst vsetky pytagorejske trojuholniky.
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Predovsetkym si inusime uvedomit, ze ked {x, y) = d > 1, tak \x^, 
d^ I (pozri cvicenie 8 odseku II), a tak na zaklade vety 6 d^ | z'^, a preto 
d I z (znova cvidenie 8 odseku II). Nech x = dxi, y = dyi, z = dzi. 
Dosadme to do (13), a potom cell! rovnicu delme cislom d^; dostaneme

(14)

Podia vety 5 je {xi,yi) = 1 a da sa lahko dokazat, ze potom aj 
(yi, Zi) = {xi, Zi) = 1. Pytagorejsky trojuholnik, ktoreho cisla su po 
dvoch nesudelitelne, sa nazyva primitivny.

Napriklad T = (3, 4, 5) je primitivny, ale T' = (6, 8, 10) nie je pri­
mitivny pytagorejsky trojuholnik.

Vychadzajuc z tychto uvah uz lahko mozno dokazat vety:

Veta 13. Ak T = {x, y, z) je pytagorejsky trojuholnik, tak trojica 
{cx, cy, cz) je pre kazde prirodzene cislo c tiez pytagorejskym trojuhol- 
nikom.

Veta 14. Kazdy pytagorejsky trojuholnik {x, y, z) sa da napisat v tvare 
{x, y, z) = {cxi, cyi, czi), kde c je prirodzene cislo a {xi, yi, Zi) je primitivny 
pytagorejsky trojuholnik.

Napriklad (3, 4, 5) je pytagorejsky trojuholnik, a preto pre lubovolne 
prirodzene cislo c je aj trojica (3c, 4c, 5c) pytagorejskym trojuholnikom. 
Skutocne: (3c)2 + (4c)2 = 25c2 = (5c)2.

Trojica (10, 24, 26) je pytagorejsky trojuholnik, ale nie primitivny, lebo 
(10, 24) = 2 > 1. Mozno ho vsak dostat z primitivneho pytagorejskeho 
trojuholnika (5, 12, 13) tak, ze vsetky cisla vynasobime dvoma.

Aby sme vyriesili vytycenu ulohu, staci najst vsetky primitivne 
pytagorejske trojuholniky.

Nech T = {x, y, z) je primitivny pytagorejsky trojuholnik, potom 
jedno z cisel a: a y je parne, druhe neparne. Skutocne: obidve tieto cisla 
nemozu byt parne, lebo su nesudelitelne; keby boli obidve neparne, zasa 
ich druha mocnina by mala tvar 4fc -j- 1 (pozri dokaz vety 1) a sucet 
ich druhych mocnin by mal tvar 45-1-2; na zaklade vety 1 vsak z^ 
nemoze mat tento tvar. Bez lijmy na vseobecnosti mozno predpokladat, 
ze a: je neparne, y parne (pretoze a: a y vystupuju v tejto ulohe symetricky). 
Rovnicu (13) mozno napisat v tvare

y2 = (2 4- y) (z — y) (15)

Z vyssie urobeneho predpokladu (a: je neparne, y parne) vyplyva, ze z je 
neparne, a tak y-j-z a z — y su neparne cisla (sucet parneho cisla 
s neparnym cislom je neparne cislo). Nech (zy, z — y) = d > 1. 
Potom na zaklade vety 2 je d | 2z = (z -(- y) -f- (z — y) a d | 2y = 
— (2 + y) — (z — y). Na zaklade vety 9 potom d\z, d\y (pretoze d je
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neparne cislo, a tak (2, d) = 1), ale to je spor s predpokladom, ze T je 
primitivny pytagorejsky trojuholmk. Teda {z y, z — y) = 1. Na zaklade 
cvitenia 9 odseku II mozno pisat

2 -f y = r2

2 — y = 52

kde r a s sii (nesudelitelne a neparne) cele cisla. 
Teraz, z rovnice (15), dostavame

a;2 = _ y-g

Z rovnosti (16) zase mozeme vyjadrit y z

(16)

y 2
yl _|_ 52

Naopak, zoberme dve nesudelitelne a neparne prirodzene cisla r a s 
{r > s). Polozme

X = rs,

Potom
a:2 -|- y2 —

2/ =

y2 ----  52 \ 2

'2
2r2s2 J- ,

y2g2 _j_ y4 — 2r^s^ s'*

cize trojica {x, y, z) tvori pytagorejsky trojuholnik. Lahko sa mozno 
presvedcit, ze je to primitivny pytagorejsky trojuholnik, t. j. ze plati 
(x, y) = \ (vyplyva to z podmienky {r, s) = 1).

Zhrnutim dostavame vetu:
Veta 15. Trojica {x, y, z) je primitivnym pytagorejskym trojuholnikom 

s parnym y vtedy a len vtedy, ked

X — rs, y
</‘2 ---  g2 y2 _j_ g2

Z =2 ’ 2 

kde r a s sii nesudelitelne prirodzene neparne cisla, pricom r > s.
Poznamka. Ak by sme skumali pripad, ked x je parne a y neparne, 

nedostali by sme nijake dalsie primitivne pytagorejske trojuholniky 
(iba oznacenie odvesien by bolo zamenene).
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Najdime niekolko pytagorejskych trojuholnikov. Ak polozime r = 3, 
s = 1, tak a; = 3, y = 4, 2 = 5. To je ta dobre znama trojica. Ak r — 5, 
5=1, tak X = 5, y = 12, z = 13, cize trojica, s ktorou sme sa uz tiez 
stretli vysSie. Novii trojicu dostaneme, ak polozime r = 5, s=3:a;=15, 
y = 8, 2 = 17. Skutocne: x^ y^ = 225 -f 64 = 289 = 17^ = z^.

Rovnica (13) ma teda nekonecne mnoho rieseni a nasli sme ich pomerne 
Tahko. Prave preto nas prekvapuje nasledujiica veta a tazkosti vyskytnuvsie 
sa pri jej dokaze.

Veta 16. Nech n je prirodzene cislo vacsie ako 2. Neexistujii take 
prirodzene cisla x, y a z, aby platilo

X'”’ yn = 2”

Veta 16 — ktora je vlastne iba domnienkou — sa nazyva velkou 
Fermatovou vetou a ma tuto historiu. Franciizsky matematik P. Fer­
mat (1601—1665) napisal na okraj jednej knihy, ze nasiel dokaz (vety 16), 
ale pre nedostatok miesta ho, vraj, tarn neuvadza. Po Fermatovej smrti 
niekto nasiel tiito poznamku a pokiisil sa Fermatovu vetu dokazat. Od tej 
doby sa mnohi slavni matematici (ale aj nematematici) pokiisili najst 
dokaz tej to vety, ale nikomu sa to nepodarilo. Bolo vypisanych viac 
vysokych cien na najdenie dokazu, ale nikto ich doteraz neziskal, lebo 
dodnes nie je znamy liplny dokaz (je zname, ze pre niektore prirodzen^ 
cisla n je Fermatova veta spravna). Pritom spominana veta zohrala 
V teorii cisel (ale aj v celej matematike) mimoriadnu lilohu, lebo mnohi 
matematici v snahe o dokaz vymysleli vela uzitocnych matematickych 
vysledkov.

Cvicen ia

1. Dokdzte: Nech prirodzene cisla Xi, y\, Z\ splhuju rovnost x] y\ = z\, potom 
z podmienky (xj, i/i) = 1 vyplyva (xi, zi) = {yi, z,) = 1.

2. Dokdzte vetu 13.

3. DokAzte vetu 14.

4. Dokd.zte: Ak z = -f a z je neparne, tak r a s sii opacnej parity.

5. Dokdzte: Nech x — y = 2rs, potom ak (r, s) = 1, tak aj (x, y) = 1.

6. Dokdzte: Rovnica x^ + = 3z^ nemd rieSenie v prirodzenych cislach.

7. Ndjdite vsetky primitivne pytagorejske trojuholniky, pre ktore je z < 30.

8. Dokdzte: Neexistujii prirodzene cisla x , y a n> 1 tak, aby platilo x” + y” = 3".

9. Dokdzte: Ak plati (13) tak a) aspoh jedno z cisel x a y je delitelne troma, b) aspoh 
jedno z cisel x, y a z je delitelne piatimi.

10. Dokdzte, ze existuje viac ako 1 000 000 primitivnych pytagorejskych troj­
uholnikov.
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Mozno sa citatel domnieva, ze obmedzit sa na zaciatku clanku len na 
delitelnosi: prirodzenycli cisel nebolo spravne (d’alej sme aj tak museli 
niekde pracovat aj s delitelnostou celych cisel!). Vychadzali sme vsak 
z myslienky uviest neskiiseneho citatel’a do teorie cisel cim jednoduchsimi 
pojmami.

Vedome sme tu nikde nepoiizili pojem prvocisel a rozkladu prirodze- 
nych cisel na prvocinitele (hoci by sa tym mnohe livahy podstatne 
zjednodusili).
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