0 ADITfVNYCH MNOZINOVYCH FUNKCIACH
TIBOR NEUBRUNN—ZDENA RIECANOVA, Bratislava

' 1. Jvod I '

Jeden z najzakladnejsfch pojmov v matematike — pojem funkcie
(zobrazenia) bol studoYany v roznych variantoch pokial ide o definicny
.obor i obor hodnot. Staci leii spomenut realne funkcie realnej premennej
a uz si citatel' ako-tak orientovaiiy v matematike uvedomuje, aky domy-
selny maternaticky aparat bol vymysleny na ich skumanie a ake mnozstvo
zaujimavych vysledkov bolo dokazane pre tieto funkcie.'Inym prikladom
je teoria komplexnycli funkcii komplexnej prfemennej, ktora ma pre mate-
/matiku prenikavy yyzilam. *

V tonito clanku si budeme vsimat funkcie, ktorych definicnym oborom
je nejaky system mnozin, teda funkcie, ktorych argumentami su mnoziny
a nie body. Teoria takychto funkcii tiez nie je z najmladsich matematickych
teorii a zasahuje do najrozmanitejsich partii matematiky. Ulohou nasho
clanku vsak nie je vycerpat ani najdolezitejsie z tychto partii. Je to skor
pokus ilustrovat na niekolkych dolezitych prikladoch niektore vazne otazky,
ktorymi sa tato teoria zagl®era. - - - - - _ - ..

V prevaznej casti clanku sa obmedzime na take useky, ktore maju bez-
prostredny Yztah k partiam matematiky prebferanym rtz na strednej skole.
Predpokladaju sa pritom znalosti, ake by mal mat absolvent 1. rocnika
ktorejkolVek vysokej skoly, na ktorej sa prednasa vyssia matematika.

2. Pojem mnozinovej funkcie

Majm'e neprazdny system S podmnozin danej neprazdnej mnoziny X.
Zobrazenie, ktore kazdej mnozine X G<f' pr.iraduje realne cislo (p{E) nazy-
vame (realnou) mnozinovou funkciou definovanou na systeme(f.

Priklad 1. Nech X je mnozina vsetkych prirodzenych cisel a”™ je system
vsetkych podmnozin mnoziny X. Pre E eS" nech g)}{E) je najmensie pri-
rodzene cislo patriace do E. ¢p je mnozinova funkcia definovana na<”.

Priklad 2. Uvazujme o systemei# vsetkych konecnych podmnozin danej
mnoziny X. Pre E e(o polozme (f{E) = pocet prvkov mnoziny E.

Priklad 3. Nech realna funkcia realnej premennej / je integrovatelna na
uzavretom intervale <(a, b}. Nech S' je system vsetkych uzavretych pod-
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intervalov intervalu (a, by. Pre (u, polozme <p{(u, vy) — Ff{z) da;.

9 je mnozinova funkcia na S’

Priklad 4. Nech X je mnozina vsetkych dm v roku 1971. Nech” je system
vsetkych neprazdnych podmnozin mnoziny X. Pre E eS nech (p{E) = ajh,
kde a je pocet pracovnych dm v mnozine E a b ]e pocet vsetkych prvkov
mnoziny E.

Priklad 5. Nech X je mnozina vsetkych bodov roviny. Nech” je system
vsetkych kruhov v rovine X. Ak je kruh s polomerom r, polozime (p{E) =
= 2nr. (p je opat priklad mnozinovej funkcie.

Je dobre zname (napriklad z teorie realnej funkcie realnej premennej)
ze mozeme povedat mnoho zaujimaveho najma vtedy, ak si vsimame nie
vsetky funkcie, ale len niektore mnoziny funkcii. Takymi mnozinami su
napriklad mnozina vsetkych spojitych funkcii, mnozina vsetkych monoton-
nych funkcii a pod. Mnohe zaujimave vysledky sa dosiahnu tiez tak, ie si
vsimame funkcie na specialnych definicnych oboroch. Napr. spojite funkcie
na uzavretych intervaloch majii mnohe vyznamne vlastnosti, ktore na
Tubovolnom intervale nemajii.

Podobna situacia je aj pri mnozinovych funkciach. Zuzime preto nase
uvahy a v dalsom sa sustredime na take mnozinove funkcie, ktore

1. su definovane na specialnych mnozinovych systemoch;

2. majii niektore specialne vlastnosti.

V nasledujiicich dvoch odsekoch spresnime, co rozumieme pod tymito
dvoma bodmi.

3. Niektore typy definiCnych oborov mnozinovych funkcii

X nech je opaf lubovolna neprazdna mnozina je neprazdny system
jej podmnozin. System  nazyvame mnozinovou algebrou (alebo mnozi-
novym telesom), ak ma nasledujiice dve vlastnosti:

a) Pre lubovolne mnoziny A, Bes/ je tiez A Bes/.

b) Pre kazdii mnozinu A je komplement A' — {X — A) es™

Ak algebra  ma este tii vlastnosf, ze zjednotenie lubovolnej postup-
nosti mnozin zja/ patri doja/, potom ju nazyvame cr-algebrou.

Priklad 1. System vsetkych podmnozin neprazdnej mnoziny X je nielen
algebrou, ale aj u-algebrou.

Priklad 2. Nech X 0 a je system vsetkych konecnych podmnozin
a vsetkych komplementov konecnych podmnozin mnoziny X. Teda A ES" O
ak je konecna mnozina A, alebo jej komplement A'. Systemija/ je algebra, ale
vo vseobecnosti nemusi byt o-algebrou. Napr., ak A ={1, 2,3, ..}, A,, =
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={2n}pren— 1,2, ..., potom \J An {2,4,6,..} pretoze ani [J An
«=1
ani ( U An) nie je konecna mnozma

Prldamm vhodnych mnozin k systemu ja/ definovanemu v priklade 2
rnozeme utvorit n-algebru taku, ze

1. (o]
2. je (T-algebra, potom

To znamena, zes/a je najmensia o-algebra obsahujuca algebrujs/.

Je vidiet, ze v priklade 2 je takou (T-algebrouja/a system vsetkych najviac
spocitatelnych podmnozin mnoziny X a ich komplementov.

Plati aj vseobecne: Nad kazdym systemom / podmnozin danej mnoziny X
existuje najmensia algebra (resp. o-algebra), ktora ho obsahuje.

Dokaz tejto vety je pomerne jednoduchy. Pravda, skonstruovat naj-
mensiu cr-algebru nad danym systemom nemusi byt vzdy jednoduche.

Pokiiste sa napr. zostrojit najmensiu (r-algebru ja/o nad systemom §'
vsetkych uzavretych podintervalov uzavreteho intervalu (a, by. a bude
obsahovaf lubovol'ne podintervaly intervalu <a, 6> (uzavrete, otvorene
i polouzavrete). Dalej vsetky otvorene, a teda aj uzavrete podmnoziny
intervalu <(a 6>, vsetky jednoprvkove mnoziny, mnozinu vsetkych racio-
nalnych cisel patriacich do {a, by a este mnohe dalsie mnoziny. Niektore
z vyslovenych tvrdeni mozme dostat z nasledujucich vseobecnejsich tvrdeni.

NechcO/ je algebra podmnozin mnoziny X. Ak A, B sii lubovolne
mnoziny, potom priamo z definicie algebry vyplyva, ze A—B — {A' U B)'
patri dos/. Z toho dalej dostaneme, ze An B = A — (A — B) patri dojaf.

Ak systemjs/ je o-algebra, potom EUQ Ai = ( U A”"'patrido  prelubovolnu
*=1 t=1
postupnost mnozin z

Pojem mnozinovej algebry ma dolezite uplatnenie napriklad v teorii
pravdepodobnosti. Citatelovi je iste znamy pojem nahodneho javu. V kla-
sickej teorii sa o horn hovorilo intuitivne. Javom sa rozumel vysledok ne-
jakeho pokusu. Uvedme klasicky priklad.

Ak hadzeme hracou kockou, jeden z moznych javov je, ze padne jednotka.
Inym javom je, ze padne trojka atd. Zaujimaju nas vsak aj komplikovanejsie
javy. Takym je napriklad jav, ze padne neparne cislo. Tento jav sa da
popisat takto: Padne bud cislo 1, alebo padne cislo 3, alebo padne cislo 5.

Zda sa teda, ze by bolo rozumne pre dane dva javy A, B definovaf gj
takyto jav: Nastane jav A, alebo jav B. Takyto jav nazyvame v teorii
pravdepodobnosti siictom dvoch javov A sl B. Y nasom priklade hadzania
kockou by jav, ze padne neparne cislo bol suctom troch javov, a sice, ze
padne cislo 1, ze padne cislo 3 a javu, ze padne cislo 5.
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Podobne sa pre dane javy A, B definuje siicin javov ako jav, ktory na-
stane, ak nastane aj jav A aj jav B. Ak v pokuse s kockou jav A spociva
v tom, ze nepadne cislo mensie ako 3 a jav 5 v tom, ze nepadne cislo vacsie
ako 3, potom suoin javov A a B spociva v tom, ze padi:ie cislo 3.

Pod opachym javom k danemu javu A rozumieme jav A' spocivajuci
V tom, le nenastane jav A. V nasom priklade s kockou, opachym k javu
ze padne neparne cislo je jav, ze padne parne cislo.

Pokus hadzania hracou kockou mozeme teda popisat takto: Nech X =
={1,2, 3, 4, 5, 6}. Jav spocivajuci v tom, ze padne cislo 1 mozeme repre-
zentovat jednobodovou mnozinou {1}. Jav spocivajuci v tom, ze padne ne-
parne Cislo bude reprezentovaf mnozina (1, 3, 5) a pod. Teda kazdy jav
nasho pokusu budeme reprezentovat nejakou podmnozinou mnoziny X.
Siicet (resp. siicin) dvoch javov A, B bude mnozina Akj B (resp. A n B).
Opacny jav k javu A bude komplement A' mnoziny A. Teda nasmu pokusu
zodpoveda akasi mnozinova algebra”™ podmnozin mnoziny X. Mnozina X
reprezentuje jav, ktory nastane, ak pri bode kockou padne nejake cislo
(tzv. isty jav).

Dolezitym pojmom sii tzv. navzajom sa vylucujiice javy, t.j. take mno-
ziny™ ktore sii disjunktne. Napriklad jav spocivajuci v tom, ze padne parne
cislo a jav spocivajuci v tom, ze padne trojka.

" Pravdaze, mnohe pokusy v praxi byvajii ovela zlozitejsie. Moderna teoria

pravdepodobnosti postupuje vsak vzdy tak, ze danemu pokusu priradi
nejakii algebru podmnozin vhodne zvolenej mnoziny X. Pritom X moze byt
aj nekonecna mnozina a algebra ~ nemusi byf systemom vsetkych pod-
mnozin mnoziny, A (t.j. niektore podmnoziny mnoziny X nereprezentujii
ziadny jav daneho pokusu).

Z matematickeho hladiska je uzitocne uvazovat n-algebru podmnozin
mnoziny X, a to obycajne najmensiu nad danou algebrou.

Tym, ze priradime danemu pokusu iStii algebru (resp. u-algebru) javov
nevybudujeme este teoriu pravdepodobnosti. Kazdemu javu treba este
priradit jeho pravdepodobnost. '

Vrafme sa k pokusu hadzania kockou. Je prirodzene charakterizovat
pravdepodobnost javov, ze padne ctslo 1, ze padne cislo 2 atd. cislom 1/6
(aby sme zostali v siilade s klasickou teoriou pravdepodobnosti). Co bude
pravdepodobnost javu, ze padne neparne cislo? Zda sa prirodzenym, aby sa
tato pravdepodobnost rovnala siiotu pravdepodobnosti javov: ze padne
cislo 1, ze padne cislo 3 a ze padne cislo 5. Bude to teda 1/2. Isty jav bude
mat pravdepodobnost 1.

Pravdepodobnost z matematickeho hladiska je teda funkcia (zobrazenie)'
P definevana na a-algebre ja/. Kazdemu javu A priradi funkcia P neza-
porne cislo P{A), ktore nazyvame pravdepodobnostou toho javu. Nie je to
vsak lubovolna funkcia. Je prirodzene napr. ziadat, aby sa pravdepodobnost
dvoch navzajom sa vylucujucich jaypv A a B (t.j. takych, ze Aj» »
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rovnala siictu pravdepodobnosti tych javov. Teda P{A\j B) — P{A)
+ P{B), ak *ni? = 0.

4., Aditivne mnozinove funkcie

Uvazujme o mnozinovej funkcii (p, definovanej na nejakom systeme S
podmnozin danej mnoziny X. Ak

cp{A\J B) = 99(A) + (p[B)

pre rubovol'ne mnoziny A, B E S take, zeA piB = 0a A "~BeS§S,
potom funkciu 9 nazyvame aditivhou mnozinovou funkcioxi.

Priklad 1. Pravdepodobnost P, tak ako sme ju definovali v odseku 3, je
aditivna mnozinova fnnkcia na algebre javov s/. Skutocne, ak A,
BEs/ a An-B =0, potom A, B su dva navzajom sa vylucnjuce javy
a P(A U B) = P{A) + P{B).

Priklad 2. Uvazujme o systeme vsetkych podmtiozin danej neprazdne;j.
mnoziny X. Zvol'me XgE X pevne a polozme (p{E) = 0, ak Xo " E, (p{E) = 1
ak XgeE. % je pnkladom aditivnej funkcie na systeme”. ot

Priklad 3. O funkciach z prikladov lad odseku 2 sa lahko presvedcime,
ze nie su aditivne.

Priklad 4. Nech X == (—00, 00) a” je system vsetkych koneonych podin-
tervalov intervalu X: uzavretych, otvorenych, polouzavretych a tiez dege-
nerovanych (t.j. pre ktorych koncove body plati a = b; 0 — {a, a), {«} =
= (a, a)). Ak interval E ma koncove body a, b {a ~ b), potom definujeme
(p{E) = b —a. Funkcia % je nielen aditivna, ale ma aj tiito vlastnost

<P{Ekj F) = cp[E) + <f{F) "

pre lubovolne E, F eS take, ze Eu F eS a E r\ Pje najviac jednoprvkova
mnozina. Tento priklad mozeme interpretovaf geometricky nasledujucim
sposobom.

Priklad 5. Nech X je mnozina vsetkych bodov danej priamky. Nech S
je system vsetkych jej useciek: s oboma koncovyihi bodmi, alebo aj bez
niektoreho z nich a vsetkych jednobodovych mnozin (degenerovane usecky,
ktorych koncove body splymi) a nech 0 eS. Pre E eS kladieme (p{E) = 0O,
ak je E najviac jednoprvkova mnozina. V opacnom pripade sa cp{E) rovna
dizke usecky, ktorii dostaneme z mnoziny E pridanim koncovych bodov.
Z geometric vieme (a v beznom zivote to casto pouzivame), ze % je aditivna
fL;nk_cia na <" Da sa ukazaf, ze % je jedina funkcia na systeme taka, ze
plati

1. (piE) ™ O pre kazde EeS.

2. 99(1) = 1, pricom | je pevne zvolena lisecka (nedegenerovana).'
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3. Ak E, F €€ st zhodné mnoziny, tak ¢(E) = ¢(F).

4. p(EVF) = ¢(E) 4 @(F), ak E, F, EUF €6 a ENnF = (.
Funkcia ¢ mé navyse tuto vlastnost:

Ak E, F,EUF €6 a ENF je najviac jednoprvkovd mnozina, potom
PEVUF) = ¢(B) = (F).

V geometrii to preto ¢asto robime tak, Ze uvazujeme systém . viet-
kych tsetiek na danej priamke a dizku tsetky definujeme ako mnozinovi
funkeiu, ktord je definovand na %, mé vlastnosti 1. a% 3. a vlastnost:

4. 9(BEVUF)= @(E) 4+ @(F), ak E, F st navzijom sa neprekryvajice
useCky (t. j. mnozina E N F je najviac jednoprvkovd a E U F €%).

Priklad 6. Nech X je mnozina vSetkych bodov danej roviny. MnoZinu
A < X nazveme elementdrnym obrazcom, ak A4 je zjednotenim koneéného
pottu trojuholnikov, ktoré nemaju spoloéné vnttorné body. Uvazujme
o systéme & vSetkych elementdrnych obrazcov danej roviny. Pre Eeé&
nech sa @(E) rovnd sGétu obsahov vietkych trojuholnikov, ktoré tvoria
elementérny obrazec E. D4 sa dokdzaf, Ze takto definovans funkcia ¢ je
jedind funkecia na systéme & také, Ze plati:

1. ¢(£) =2 0 pre kazdé E eé&.

2. ¢(I) =1, kde I je Stovorec, ktorého dizka strany je 1 (pri danej
jednotkovej usecke).

3. Ak E, F st zhodné elementdrne obrazce, tak ¢(E) = @(F).

4. (EU F) = @(E) 4 @(F) pre kazdé dva elementérne obrazce E, F €&,

ktoré nemaju spoloéné vniitorné body.

Ciislo @(E) sa nazyva obsah obrazca K.

Vritme sa k prikladu 4. Je vidiet, Ze ak intervaly E,, E, €& st také, ze
E; < E,, tak @(£,) = ¢(B;). Skutotne, ak koncové body intervalu E; su
ay, b, a intervalu B, st a, by, potom musi byt a; < a, < b, < by, a teda
by —a, =2 b, —a,. Z geometrie vieme, ze ttto vlastnost (nazyvame ju
monoténnostou funkecie @) ma aj dizka tsetky a obsah elementdrneho
obrazca.

Pre uvedené intervaly B, > E, plati dalej ¢(E, — E;) = (by —bs) +
+ ((lz — al) = (bl v al) — (bz '—az) = (p(El) = (p(Ez). A mohli by sme
odvodit este dalsie vlastnosti funkcie . Platia viak aj vieobecné tvrdenia:

Ak ¢ je nezdporna aditivna funkeia na algebre .o, potom pre A, B €./
plati:

a) @(@) = 0.

b) Ak 4 < B, tak ¢(4) £ ¢(B).

¢) ¢(AV B) < ¢(4) + ¢(B).
d) Ak 4 < B, tak ¢(B— 4) = ¢(B) — @(4).
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Dokazy uvedenych tvrdem su velmi jednoduche. Tak napr. dokaz
vlastnosti b) vyzera takto:
Pretoze Ar\ {B — 0 a 9 je aditivna funkcia na j/, plati

cp{B) = cp[A Kj{B —A)}] = (p{A) + cp{B —A)
Ale pretoze ¢ je nezaporna funkcia na‘ja", je (p{B —A) ~ 0, teda % {B) »

~O9(A).
Aditivnosf sa da lahko zovseobecnit na konecny pocet scitancov: Ak
Ai, A, An su navzdjom disjunktne mnoziny z algebry a 9 je adi-

tivna mnozinova funkcia naja/, tak
(P[AVU A2U ... U An) — (p{A]) - 9(n2) - v + MAn)
Podobne vlastnost c) plati vseobecnejsie
(p{Bi \J BX'A ... U Bn) ™ fp{B\) + (piBz) + ... + (p{Bn)

pre lubovolne mnoziny Bi, Bz, BnES”. Pomocou tejto vlastnosti vy-
riesime nasledujucu jednoduchu ulohu.

V novom hoteli, ktory bude mat 60 izieb, bude v 43 izbach televizor,
V 50 izbach radio a v 48 izbach kupelna. Aky najmensi pocet izieb musi mat
radio, televizor aj kupelhu?

Mnozina vsetkych izieb v novom hoteli nech tvori zakladny priestor X.

nech je system vsetkych podmnozin mnoziny X. Mnozinu vsetkych
izieb s radiom oznacme znakom A, mnozinu vsetkych izieb s televizorom
znakom B a mnozinu vsetkych izieb s kupelhou znakom C. Pre E es/
polozme g}{E) — pocet prvkov mnoziny E. Zrejme je 9 aditivna neza-
porna funkcia na algebre s/. Kedze X = {A rA\Br\ C)”* {A r\Br\C)' —
= {Ar\BT\ C)'U A"K) B' Kl C, podia zovseobecnenej vlastnosti c) je

PX) ~ MANBNC)  <p{A) - (p{B") + 7{C)
teda
60 N 9)(A N 0) + 10 + 17 + 12

Odetial
21 ™~ (MAnBnNC)

To znamena, ze najmenej 21 izieb bude mat radio, televizor aj kupelhu.

V suvislosti s aditivnostou funkcie % na algebre  vznika prirodzena
otazka ci, v pripade, ze j/ je cr-algebra, plati pre postupnost navzajom
disjunktnych mnozin An Es™{n = 1, 2, ...) rovnost

ol glAW) = £ MAw)

w=1

Ukazeme na jednoduchom priklade, ze to vo vseobecnosti nie je pravda.
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Priklad 7. Nech X = {1,2,3, ...jajafje system vsetkych mnozin E Q X
takych, ze bud E je najviac spocitatelna, alebo E' je najviac spocitatelna.
Pre E GeS/ polozme (p{E) = 0, ok E je konecna a (p{E) = 1 ak. E je neko-
necna mnozina. Potom ak E, Fes™~aE F = Q, tak aspon jedna z mnozin
EaF konecna, a teda (p{E'J F) = (p{E) + g){F). Nech teraz pre n —

=\,2,...]JeEn = {n}. Potom71 [\JlEn Gja/, ale (pf 71(:] IEn) = p{X)=14-0=

=  (p{En). Funkcia g) je teda aditivna naj"/, ale nemaskumanu vlastnost.
n—1

Funkciu (p definovanu na algebre nazyvame (r-aditivhou, ak
WU =

pre kazdii postupnost navzajom disjunktnych mnozin z.ja/, ktorych zjedno-
tenie je z

Nezapornu or-aditivnu mnozinovu funkciu definovanu na nejakej
algebre ja/ podmnozin danej mnoziny X nazyvame mierou.

Z posledneho prikladu je vidief, ze aditivna nezaporna funkcia defino-

vana na algebre nemusi byt mierou. Plati vsak opak: kazda miera je adi-
tivna funkcia.

Priklad 8. Funkcia z prikladu 2 tohto odseku je miera.

Priklad 9. Nech X — <0, 1>. S§' nech je system vsetkych podintervalov
intervalu <0, 1> (uzavretych, otvorenych, polouzavretych a degenerova-
nych). Utvorme system vsetkych mnozin tvaru Uf2u ..U
kde EiD Ej — O pre i 4=j, Elc E™ pre k— 1,2, ..., n a n je lubovolne
prirodzene cislo. Na systeme” definujeme funkciu p takto: gq{E) = 6 —a,
ak E je interval s koneovymi bodmi a, h. Pre A es™ polozme g)}{A) —
= (p{EO 4- (p{E2) 4- ... + (p{En)y ak A je zjednotenie disjunktnych mnozin
El, E2, ..., Eji zS. Pomerne I'ahko sa dokaze, je algebra a funkcia 9
je aditivna naj”. Tazsie je dokazat, ze ¢p je dokonca u-aditivna nas/, t.j.
ze 9 je miera.

V teorii pravdepodobnosti pracujeme tiez s cr-aditivnymi funkciami.
Pravdepodobnostou nazyvame mieru P definovanu na nejakej o-algebre
podmnozin mnoziny X, takii, ze P{X) = 1.

Z toho, CO sme povedali 0 vztahu medzi aditivnostou a u-aditivnostou
mnozinovej funkcie je zrejme, ze miera, a teda aj pravdepodobnosf, majii
vlastnosti a) b) c) d), uvedene v tomto odseku. Navyse pre miery mozeme

zosilnit vlastnost c) takto: Pre rubovol'nu postupnost mnozin z
ktorej zjednotenie patri do sTl plati
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(p{ n l;J 1 n—1
Nakoniec spomenieme jeden dolezity a vobec nie jednoduchy problem
v teorii miery: zadat (skonstruovat) mieru na danom systeme za dalsich
podmienok. Takym je napriklad problem zostrojit mieru na najmensej
(T-algebre nad systemom<f vsetkych intervalov z prikladu 4 tohto odseku.
Treba ju pritom zostrojit tak, aby sa na systeme (f zhodovala s povodnou
funkciou 9. Tento problem — a mnohe ine suvisiace s tzv. rozsirovanim
miery — majii kladne riesenie. Sii to vsak uz specialnejsie otazky teorie
miery. Rozvijat tuto teoriu nie je vsak ulohou tohoto clanku. Jeho cielom

bolo len informovaf eitatel'a o take] teorii.
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