zAklady tebrie FUNKCII |
JAROSLAV SMITAL

Ucelom tohto clanku je uviest niektore namety pre fakultati'vne
vyucovanie matematiky vo stvrtom rocniku gymnazii. Latku som
sa snazil vybraf tak, aby nadvazovala na gymnazialne ucivo. Teore-
ticka cast nie je rozsiahla, doraz sa kladie na priklady. A to pokial
mozno na pn‘klady z bezneho zivota. Pravdepodobne nebude vzdy
mozne prebrat celu tu uvodenu latku. V tom pn‘pado netreba
vynechat rie§enie funkcionalnych rovni‘c (1), (4) a (10), ktore majii vela
praktickych aplikacil a okrem ineho objasfiuju dolezite postavenie
funked e*. Inx. Na konci kazdeho odseku sii uvedene cvicenia.
Odporucam, aby sa prepocitali vzdy skor (aspon niektore), ako sa
zacne preberat dalsi odsek. Pre kontrolu sii na konci clanku uvedene
vysledky cviceni, v niektorych pn'padoch aj so struenym navodom.
I'azsie cvicenia su oznacene hviezdickou.

1. tivod

Zacnime pnkladom. Skupina n rybarov sedi okolo rybnika. Ryby
chyta kazdy na svoju udicu. Predpokladajme, ze kazdemu staci, ak
ulovi jednu rybku. Ak sa to niektoremu podari, ,zbaH sa“ a odide.
No bez ulovku neodide ziadny. Je jasne, ze ak su v rybmku ryby, bude
pocet rybarov, sediacich pri nom, s postupom casu klesaf. Nas bude
zaujimaf, akym sposobom, akou funkeiou casu bude ich pocet.

Tato uloha vyzera na prvy pohlad odstrasujuco. Ale hned sa ukaze,
ze nie je velmi fazka. Najprv zavedieme oznacenia, problem potom bude
jasnejsl. Cas zacneme merat od okamihu, v ktorom rybari zacali lovit.
Znakom f{t) oznacime pomer medzi poctom rybarov, ktori v case t este
lovia, k celkovemu poctu rybarov n. Potom pocet rybarov, ktori v case t
este nic nechytili, bude n .f{t). Treba najst funkeiu /.

Co zatial vieme o funkeii /? Ryb je dost a predpokladajme, ze rybari
sa pri chytani navzajom neovplyvnuju. falej dizka cakania nema vplyv na
moznosf chytif v najblizsom okamihu rybu: Rybar, ktory caka na
ulovok bezuspesne niekolko hodin, ma takii istii sancu v najblizsom
okamihu nieco ulovit, ako rybar, ktory prave prisiel. Struene teda mozno
povedat, ze

(a) funkeia / nezavisi od n,

(b) priebeh funkeie / nezavisi od toho, ktory casovy okamih zvolime za
pociatoeny.

Takze pocet rybarov, ktori v case t h este sedia pri rybniku, mozno
vyjadrit dvoma sposobmi: Bud ako n .f{t h), alebo ako {n .f{t)) .f{h).
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Mozeme to znazornit aj graficky tak ako na obr. 1. Takto dostavame rov-
nicu n .f{t ™ h) = {n .f{t)) .f{h), alebo

fit + =/(0 -/W- @

Problem s chytanim ryb vedie k rovnici (1). Neznamou je v nej funkcia/.
Taka rovnica sa nazyva funkcionalna rovnica.

Predpoklady bolo mozne sformulovat aj inak. Namiesto predpokladov
(@) a (b) stacilo uviest, ze

(c) V rovnako dlhych casovych intervaloch je pomer poctu rybarov na
zaciatku intervalu k poctu rybarov na konci intervalu rovnaky.

Ak su teda <0, h} a (t, t h} dva casove intervaly s rovnakou dizkou h,
bude platit

. — - @
n . f{h) n .f{t -i- h)

(znazornite si to graficky!). Na l'avej strane tohto vztahu je totiz pomer
medzi poctom rybarov v case 0 k ich poctu v case h, na pravej strane
zasa pomer poctu rybarov v case t k ich poctu v case t h. iJpravou
vztahu (2) dostaneme zase rovnicu (1).

Ulohu o rybaroch rozriesime, ak najdeme funkciu f, ktora vyhovuje
rovnici (1). Preto sa v dalsej casti clanku budeme zaoberat metodami
rieseni takychto rovnic. Potom uvedieme dalsie podobne priklady.

2. Funkcionalne rovnice

Dolezitym pojmom, ktory sa bude v tomto clanku casto vysk5dovat,
je pojem funkcie. Pripomehme si preto jeho definiciu. Funkciou sa
nazyva kazda relacia / na mnozine R vsetkych realnych cisel, ktora ma
tu vlastnost, ze pre kazde xe R existuje najviac jedno take yeR,
ze usporiadana dvojica {x, y] je prvkom /, t. j. \x, y] o/. Namiesto
[x, y] g/budeme casto pisaf y = f{x). Definicny obor funkcie/je mnozina D
vsetkych tych xe R, ku ktorym existuje take y E R tak, ze plati f{x) —y.
Namiesto D je definicny obor funkcie ¥ budeme hovorit tiez fje definovand
na D. Budeme pouzivat aj obrat y je hodnota funkcie v cisle x alebo v bode x.
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Nebiideme tu presne definovat, co je funkcionalna rovnica. Namiesto
toho uvedieme niekol'ko dalsich prikladov funkcionalnych rovnic, ktore
umoznia urobit si 0 vyzname tohto pojmu presnejsiu predstavu:

f{xy) = a: f{y) @)

f{xy) =f{x) +y) 4)

fix +y) + fix —y) = 2fix). fiy) (5)
fixy) = fixly) ©)

fix) = a3 (M

fix) = fix) + 4x2 @

(/' znamena derivaciu funkcie /). V kazdej z uvedenych rovnic je ne-
znamou funkcia /. Rovnice (7), (8) sa od predchadzajucich lisia tym,
ze sa V nich, pripadne spolu s funkciou /, nachadza aj derivacia /' ne-
znamej funkcie. Taketo rovnice sa nazyvaju diferencialne rovnice.
V tomto clanku sa vsak nimi nebudeme zaoberat, aj ked citatel iste
lahko zisti, ze kazda funkcia f, definevana na mnozine E vsetkych

realnych cisel, ktora je riesenim rovnice (7), ma tvar fix) = — + ¢,

kde ¢ je lubovolna konstanta.

Riesit funkcionalnu rovnicu znamena najst vsetky funkcie, pre ktor™
plati prislusny vztah. Niekedy sa v ulohe uvadza aj definicny obor
hladanych funkcii. Od toho potom zavisi riesenie rovnice.

PriJclad 1. Najst vsetky funkcie /, definevane na mnozine E vsetkych
realnych cisel, ktore vyhovuju funkcionalnej rovnici (4).*)

Ako budeme pri rieseni postupovat? Celkom prirodzenym sposobom.
Najskor budeme predpokladat, ze rovnica ma nejake riesenie / a z tohto
predpokladu odvodime (ak sa to da), aky tvar musi mat to riesenie.
Inak povedane, najdeme nutne podmienky pre to, aby / bolo riesenim
rovnice. Potom sa vsak musime presvedcit, ci funkcia, ktorii takto
dostaneme, je skutocne riesenim (pozri v tejto suvislosti priklad 4).

Predpokladajme teda, ze / je riesenim rovnice (4). Pretoze oborom
definicie funkcie / je cela mnozina E, vztah (4) plati pre kazde dve realne
cisla X, y, specialne aj pre & = 0 a pre lubovoTne y. Takze

1(0)=/0)+/(?))

*

) 1Jplny zapis funkcionalnej rovnice (4) pri definicnom obore R je vlastne toto:
lixyWi(xy) = f{x) +/(?/)]; takyto komplikovany zdpis nebudeme v dalsom pouzivaf,
treba vsak, aby citatel v tomto zmysle interpretoval vsetky funkciondlne rovnice.
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Ak od obidvoch stran odcitame cislo /(()), dostaneme f{y) = 0. Toto
musi platit pre kazde realne y. Teda ak nejaka funkcia, definovana na
celej mnozine R, je riesem'm rovnice (4), tak sa tato funkcia rovna 0 pre
kazde xeR. A Tlahko sa presvedcime, ze tato funkcia je skutocne
riesenim rovnice (4). Dokazali sme teda, ze funkcia f{x) = 0 pre kazde
x ER je jedina funkcia definovana na R, ktora je riesenim (4).

Zostanme i nadalej pri rovnici (4), ale teraz hladajme riesenia, ktorych
obor definicie bude mnozina vsetkych realnych cisiel roznych od nuly, teda
R—{0}. Lahko sa presvedcime o tom, ze v tomto pripade ma rovnica
aspon dve riesenia. Okrem funkcie g{x) =0 pre vsetky xe R —{0}
je riesenim aj funkcia h definovana na R — {0} vztahom h{x) = log | & |.

Vidime teda, ze urcenie definicneho oboru rieseni funkcionalnej rovnice
je velmi dolezite. Preto bude ucelne dohodniif sa na takejto terminologii:
V pripade, ze hladame riesenia nejakej funkcionalnej rovnice definovane na
nejakej mnozine D, budeme hovorif, ze hradame riesenia tej rovnice na
mnozine D alebo v obore D.

Pripomenme este, ze rovnost dvoch funkcii je definovana ako rovnost
dvoch mnozin. To znamena, ze dve funkcie sa sebe rovnaju, ak maju ten
isty definicny obor a tu istu hodnotu v kazdom bode ich (spolocneho)
definicneho oboru. Z tohto hladiska funkcie fag, ktore su rieseniami
rovnice (4), su rozne funkcie, aj ked sa obidve identicky rovnaju 0.

Na priklade 1 sme videli, ze mnozina vsetkych rieseni rovnice (4)
V ,,mensom” obore R — {0} ma viac prvkov ako mnozina vsetkych rieseni
VO ,,vac8om“ obore R. Pre lubovolnu funkcionalnu rovnicu plati: Ak
Di a D2 su nejake mnoziny realnych cisel a Di Dz, tak mnozina
vsetkych rieseni nejakej funkcionalnej rovnice v obore Dz nie je ,,bo-
hatsia“ ako mnozina vsetkych rieseni tej istej rovnice v obore Di
(zdovodnite to!).

Riesenie niektorych funkcionalnych rovnic je jednoduche, su vsak
rovnice, ktorych riesenie je velmi tazkou ulohou. Nemozno sa domnievat, ze
sa nam podari jednoducho rozriesit kazdu funkcionalnu rovnicu, ktoru
si zostavime. Prikladom takejto tazsie riesitelnej rovnice je rovnica (5).
Jednym z jej rieseni je funkcia cos. Vsetky riesenia tejto rovnice vsak
hladat nebudeme.

V dalsich dvoch prikladoch sa riesia rovnice (3) a (6).

Priklad 2. Najst vsetky riesenia funkcionalnej rovnice (3) v obore R
vsetkych realnych cisel.

Riesenie: Predpokladajme, ze /o je riesenim rovnice (3) definovanym
na R. Ak polozime y = I, mame fo{x) — x ./o(l) pre kaMe x e R. Teda
nutnou podmienkou na to, aby /o bolo riesenie rovnice (3) je, aby /o bola
funkcia ax, kde a je nejaka realna konstanta.

Musime sa este presvedcif, ci uvedena nutna podmienka staci aj na to,
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aby/o bolo riesemm, t. j. ci kazda funkcia ax je riesemm (3). Dosadenim
dostaneme fo{xy) = a{xy), xfo{y) = x{ay), teda fo{xy) — x .fo{y). Riesemm
rovnice (3) sii teda vsetky linearne funkcie, ktorych graf prechadza
pociatkom a funkcia, ktora sa identicky rovna nule.

Priklad 3. Najsf vsetky riesenia funkcionalnej rovnice (6) na mnozine
vsetkych kladnych realnych cisel.

Riesenie: Nech 7/ je riessmm rovnice (6). Potom rovnica (6) plati aj
V' pripade x —y. Dosadenim dostavame f{x") =/{x/x) —f{l), takze
hodnota funkcie / sa rovna cislu /(1) v kazdom takom cisle y definicneho
oboru R™ funkcie /, ktora je stvorcom nejakeho kladneho realneho cisla.
Ale tiito vlastnost ma kazde realne cislo y g 72+. Teda ak nejaka funkcia
je V R” riesenim (6), tak je to konstantna funkcia. Ze plati aj obratene
tvrdenie, je zrejme.

Z tychto troch prikladov si uz mozno urobit akusi predstavu o tom,
ako riesime funkcionalne rovnice. Snazime sa za a a y volit specialne
cisla, napr. 0, 1, —1, pripadne volime x =y alebo x = —y a pod.
Samozrejme, tazko tu podaf nejaky vseobecne platny navod. Postup
vzdy zavisi od danej funkcionalnej rovnice.

Priklad 4. Najdite vsetky funkcie definovane na mnozine R vsetkych real-
nych cisel, ktore sii rieseniami funkcionalnej rovnice

2f{u + v)=f{u -f 2v) 4- 9

RieSenie: Predpokladajme, ze /o je riesenim rovnice (9). Dosadme do
vztahu (9) /=/o a v = 0. Potom plati 2fo{u) = fo{u) + u”", t. jJo(w) =
= u". Teda ak nejaka funkcia definovana na R je riesenim rovnice (9),
tak je to funkcia fo{u) = u”, pre vsetky ue R.

Presvedcime sa teraz, ci/o je skutocne riesenim rovnice (9). Upravou
lavej strany dostaneme 2fo{u -]- v) = 2{u + = E{u, v), upravou pravej
strany /o(% -f 2v) —{u 2w — P{u, v). Funkcia /o bude
riesenim (9) prave vtedy, ked pre kazde u, ve R bude E{u, v) = P{u, v).
Ale lahko sa presvedcime o tom, ze tato rovnosf neplati vzdy.-Staci
polozif w = 0 a dostaneme U(0, v) = 2vA ™ = P(0, v) pre kazde v ™ 0.
Teda rovnica (9) nema v obore R riesenie.

Prikladov podobnych ‘prikladom 2, 3, 4 mozno najst vela. Niektore
sii tu uvedene ako cvicenia. Citatelovi odporucam, aby skor, ako pristupi
k dalsej casti clanku, prepocital aspoh niektore z nich.

Cvicenia

1. V obore R vsetkych realnych cisiel rieste tieto funkcionalne rovnice;
(@ f{xy) =f{x), (b) fix +y) =H{x), () Rx +y) =Hx) .ev.
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2. Najdite vsetky riesenia funkcionalnych rovni'c, definovane na mnozine R+
vsetkych kladnych realnych cfsel:

(a) f{xy) = f{x) . 2/*, pre vsetky x, y & i?+, a je realna konstanta,
(b) ji{xy) —f(x) .y, pre vsetky x€ -R+, y G R,
*(c) f(xy) = f(x), pre vsetky X, y e R+.

3. Najdite v8etky riesenia funkcionalnej rovnice v obore R:

(@ f(x +y) +f(x—y)={x) + Qxy. Iii{y) +
(M{x +y) +f(x + 2y) ={x) + 2xy +
*c) fix + y) — 2f(x —y) + f(x) +f{y) = 4y + 1.
*4, Urobte diskusiu existencie rieseni funkcionalnej rovnicef(xy) =/(x) . v oboreR
kde o je nejaka realna konstanta.

5. Presvedcte sa, ze funkcia cos je riesenim funkcionalnej rovnice (5). Zostavte
podobnu funkcionalnu rovnicu pre funkciu tg.

3. fialSie metody riesenia funkcionalnych rovnic. Monotonne a spojite
riesenia

Teraz sa budeme zaoberaf dolezitou funkcionalnou rovnicou
f{x + y)="fix) +fiy) 0y

Riesif ju nie je take lahke, ako riesit predchadzajiice rovnice. Predpokla-
dajme, tak ako vzdy, ze rovnica ma nejake riesenie/na mnozine R. Ak polo-
zime x =y =0, mame /(O) =/(0) +/(0), teda /(O) = 0. Ak x —vy,
dostaneme f{x + =fi") fi")> teda f{2x) = 2f{x) pre kazde xeR.
Podobne f{Zx) = f{2x + a) = f{2x) + f{x) = 2f{x) + f{{x) == 3f{X), /(4x) =
= 4f{x) atd. To nas vedie k domnienke, ze pre kazde prirodzene t a pre kazde
X E R plati:

f{tx) = tf{x) (12)

Pokusime sa dokazat to matematickou indukciou. Zrejme (11) plati
pre t = 1. Predpokladajme, ze (11) plati pre nejake prirodzene k, teda
f{kx) = kf{x); staci dokazat, ze (11) platipret =k 1. Alef{{k + 1) x) =
=fikx  x)=f{kx) + fix) = kfix) + fix) = (A + 1) fix) (pri druhej rov-
nosti sme vyuzili (10) a pri tretej indukcny predpoklad). Teda (11) plati
pre kazde prirodzene cislo t.

flalej nech n je prirodzene cislo Dosadme do vztahu (11) t=n,
X =z Ifn. Dostaneme /(1) =/ , teda pre kazde priro-
dzene n plati:

/ 0! A2
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Ak m/w je nejake kladne racionalne cislo, (m, n > 0), potoin
1 \ TYI
N A-/(A)= “=/()

(pri druhej rovnosti sme pouzili (11), pri tretej (12)). Pretoze pre kazde
xeR plati 0 =f{x —x) =f{x) +/(—x), plati f{x) = —/(—x). Teda

Tl i— Ffl 1 — | 1/(")> Pokazali sme teda pomocnu vetu,

ktora bude pre nas v dalsom vel'mi uzitocna.

Lema. Nech 7 je fiinkcia definevana na mnozine R vsetkych realnych
cisel, ktora je riesemm funkcionalnej rovnice (10). Potom pre kazde
racionalne cislo r plati:

fir) = rf(l) (13)

Poznamka 1. Ak sa dokaz lemy zda prilis tazky, mozno ho rozlozit
na ,etapy*“ Najprv hladat vsetky riesenia rovnice (10) na mnozine
vsetkych nezapornych celych cisel, potom na mnozine vsetkych celych
cisel, racionalnych cisel a pod. Odporucam podobne postupovat aj v skole.
Dokaz potom mozu robit postupne viaceri ziaci pri tabuli ako cvicenie.
(Pozri tiez cvicenia na konci tohto odseku.)

Z prave dokazanej lemy okrem ineho vyplyva, ze ak pozname hodnotu
funkcie / v bode 1, pozname jej hodnotu v kazdom racionalnom bode.
Ale z faktu, ze / je riesenim rovnice (10), nemozno odvodit nijaku ,,ro-
zumnu“ podmienku pre to, ako suvisia hodnoty funkcie / v iracionalnych
cislach s jej hodnotou v bode 1. Je zrejme — mozeme sa o tom presvedcif
dosadenim — ze funkcia / definevana vztahom (13) pre kazde realne r
je riesenim rovnice (10), ale nie je pravda, ze tieto riesenia su vsetky
riesenia rovnice (10)").

Ak vsak od funkcie/, ktora je riesenim rovnice (10), budeme pozadovaf,
aby mala este nejakii dalsiu vhodnii vlastnost, potom podmienka (13)
bude uz splnena pre vsetky reR. Taken vlastnostou je napriklad
monotonnosf. Pripomehme si, co to je. Hovorime, ze funkcia / je
neklesajuca, ak pre kazde dva body x, y z jej definicneho oboru take,
ze x <y, plati f{x) ™ f{y). Hovorime, ze funkcia / je nerastuca, ak pre
kazde dva body x, y, kde x <y, z jej definicneho oboru plati/(a;) ™ f{y).
A konecne hovorime, ze funkcia je monotonna, ak je nerastuca alebo
neklesajuca.

1) Mozno dokazat, aj ked pomerne zlozitym sposobom, ktory presahuje rdmec
tohto clAnku, ze existuje funkcia /, definovana na B, ktora je riesenim rovnice (10)
a pritom nema tuvlastnosf, ze(13) plati pre kazde realne cislo r. Poznamenajme len,
ze je to funkcia velmi ,,blAzniva®, ktoru ani nemozno znazomit pomocou jej grafu.
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Skiisme zistif, ako vyzeraju vsetky monotonne riesenia rovnice (10)
na mnozine R. Nech / je takym riesenim. Podia lemy plati vztah (13)
pre kazde racionalne r. Ukazeme, ze tento vztah plat! pre kazde realne r.
Postupujme nepriamo. Nech existuje x e R take, zef{x)  xf{l). Potom bud
fO)<x.f{l), alebo f{x) =x.f(l1). V prvom pripade najdeme take
racionalne cisla fi, "=, ze ri < g, < r- a pritom rif{l) >/(") aj r=f{l) >f{x)
(nakreslite si obrazok!). Potom bude platit/(ri) > f{x) ajfirz) > f{x), a teda/
nebude monotonna. Takze predpoklad, ze (13) neplati pre vsetky reR,
vedie k sporu. V pripade, ze f{x) > xf{l) postupujeme podobne. Dokazali
sme teda, ze ak/ je monotonnym riesenim rovnice (10) na mnozine R, tak
f{x) — ax pre vsetky x e R. Obratene tvrdenie plati tiez, a teda vsetky
monotonne riesenia rovnice (10) su vsetky funkcie f{x) = ax, xeR.
Dokazali sme tiito vetu:

Veta 1. Monotonna funkcia/ definovana na R je riesenim funkcionalnej
rovnice (10) prave vtedy, ked pre kazde xe R plati f{x) — ax, kde aER
je nejaka konstanta.

Poznamka 2. Ak by sa zdal dokaz vety prilis tazky, mozeme ho
vynechaf a dokaz vety znazornit na grafe funkcie f{r) = r.f{l) pre
racionalne r. Z nacrtku je zrejme, ze ak / je monotonna, potom f{x) = x ./(l)
pre kazde xe R. Bolo by vhodne pri tejto prilezitosti upozornif, ze pre
/(1) ™ 0 je / neklesajuca a pre /(1) ™ 0 je / nerastuca.

Poznamka 3. Veta 1 plati aj v pripade, ked uvazujeme len
riesenia definovane na mnozine vsetkych nezapornych realnych cisel
(pozri cvicenia na konci odseku). Tento fakt je licinnym liekom na rozne
omyly typu I/(a & = 1/® + 1/& alebo "a h="a-\-h a pod,;
Funkcie Yjx a “jx su monotonne funkcie a nie su to funkcie tvaru ax, teda

nemozu byf riesenim rovnice (10).
Podobne metody, ako sme uplatnili pri dokaze lemy a vety 1
mozeme pouzit aj v nasledujucom priklade.

Priklad 5. Najst vsetky monotonne riesenia funkcionalnej rovnice (1),
definovane na mnozine R™ vsetkych kladnych realnych cisel.

Riesenie: Nech / je monotonne riesenie rovnice (1). Pretoze pre kazde
XE R” plati f(x) =F ~ 0, funkcia / je ne-

zaporna. Z (1) dostavame/(2a;) — f{x) . f{x) = {f{X)y, f{{Sx) = {f{x)Y, atd.,
indukciou dostavame

finx) = (/W)” (14)
pre kazde prirodzene cislo n (urobte dokaz indukciou podrobne!). Ak
v (14) polozime x = ljn, dostaneme /(1) = f ™ = jN a teda
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/(1) = (D) (15

Ak m, n sii prirodzene cisla, tak zo (14) a (15) dostavame

"(f)= 17)=KD]"= “

Teda pre kazde kladne racionalne cislo r plat!

s(r) = (M)’ (16)

(Nakreslite si obrazok!) Z podmienky, ze funkcia / je monotonna,
dostavame, ze (16) plati pre kazd4 kladne realne cislo r.

Teda ak / je monotonnym riesenim rovnice (1), tak / je funkcia
definovana v kazdom re vztahom (16). Obratene, kazda takato
funkcia je riesenim rovnice (1). Teda vsetky monotonne funkcie de-
finevane na R”, ktore su riesenim rovnice (1), su vsetky funkcie tvaru
J{x) = a”, kde a je nejake nezaporne realne cislo.

Podobnym sposobom mozno riesit vela inych funkcionalnych rowvnic.
V niektorych pripadoch mozeme priamo pouzit vetu 1, ako to uvidime
v dalsom priklade.

Priklad 6. Najst vsetky monotonne funkcie/, definovane na mnozine R*
vsetkych kladnych realnych cisel, pre ktore plati (4), t. j.

firy) = fix) = fiy)

RieSenie: Nech/je riesenim rovnice (4). Definujme novii funkciu  na i?
vztahom F{t) =/(e*). Pretoze ¢* aj / su monotbnne funkcie, aj funkcia F
bude monotonna. Skutocne, nech napriklad/je neklesajuca a nech ti <. tz.
Potom ¢" < a teda F{t\) =/(e™) ™ (e™ = ~("2) (urobte podrobne
ostatne pripady!). Pre kaMe dve cisla  tz”R plati

F{h + t2) =/(e<' . &) =/(e<’) +/(e«) = F{ti) + F{tz)

Teda F je montonnym riesenim funkcionalnej rovnice (10), a preto podia
vety 1 F{t) = at pre kaMe te R. Takze f{e*) = at, a teda (ak si cislo
oznacime symbolom y) pre vsetky y e R (preco?)

fiy) = a Iniy) (17)

Obratene, kazda funkcia tvaru (17) je riesenim rovnice (4).

V dokaze vety 1 sme postupovali takto: Mali sme nejaku funkciu/, jej
hodnoty na mnozine Q vsetkych racionalnych cisel boli predpisane, pre
kazde r eQ platilo f{r) = r ./(l1). Z tohoto faktu a zo skutocnosti, ze / je
monotonna funkcia, sme uz vedeli urcif jej hodnotu v kazdom realnom
cisle. VSimnite si, ze sme pritom nikde nevyuzivali skutocnost, ze / je
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riesenim nejakej rovnice. Inak povedane, k funkcii 1, definovanej na Q
predpisom h{r) = r ./(l), existuje jedina monotonna funkcia / definovana
na R tak, ze /(r) = h{r) pre kazde r eQ. Y tomto pripade hovorime, ze
funkcia / definovana na R je rozsirenim funkcie h definovanej na
,»,mensej“ mnozine Q"). Z dalsieho prfkladu vidfme, ze nie kazda funkcia
definovana na Q ma takii vlastnosf ako funkcia h.

Prlklad 7. Nech g je funkcia definovana na mnozine Q vsetkych racio-

nalnych cfsel predpisom g{x) =0 pre xgQ, x 7, a g(x) =1 pre
X"Q, a ™ ]/2 (ako vieme, ]/2 nie je racionalne cfslo, teda namiesto
poslednej neostrej nerovnosti mozno pfsaf aj a > |/2). Zrejme funkcia g
je monotonna, presnejsie povedane, je neklesajiica. A pritom existuje
nekonecne vela monotonnych funkcii w, definovanych na R a takych,
ze g{x) = w{x) pre kazde xeQ (urobte si nacrt!). Totiz funkcia w, ktora
ma byt rozsirenim funkcie g, musi byt takato: w{x) =0 pre x < "2,
w{x) = 1 pre a > ]/2, ale w(]/2) moze byt rubovolne realne cislo leziace
v uzavretom intervale <0, 1).

Kym budete citat dalej, pokuste sa zdovodnit, preco funkcia h ma
jedine monotonne rozsirenie, zatial co funkcia g ich ma nekonecne vela.
Z nacrtku je to jasne. Funkcia h ma spojite rozsirenie / a funkcia g nema
spojite rozsirenie, pretoze funkcia w nie je spojita v bode a = |/2 (teda
V tom bode, v ktorom je porusena ,jednoznacnosf* funkcie w).

Zda sa teda, ze ak rozsirena funkcia je spojita (v kazdom bode), tak je
jednoznacne urcena. Ukazeme, ze je to skutocne tak.

Najskor si vsak spresnime niektore pojmy. Nech aeR. Pod okolim
bodu a budeme rozumiet kazdy otvoreny interval, ktory obsahuje cislo a.
Nech A a B sn nejake mnoziny realnych cisel a nech A ~ B. Budeme
hovorit, ze mnozina A je husta v mnozine B, ak v lubovolnom okoli
kazdeho bodu mnoziny B lezi nejaky bod mnoziny A (nakreslite si
obrazok, termin ,husta mnozina“ je vel'mi vystizny). Tak napriklad
mnozina vsetkych racionalnych cisel je husta v mnozine R, ale gj
mnozina vsetkych cisel tvaru m.2“”, m cele, n prirodzene, je husta
v mnozine R (dokazte to!). A este jeden priklad: Jedina podmnozina
mnoziny Z vsetkych celych cisel, ktora je husta v Z, je mnozina Z
(nakreslite si obrazok!).

Teraz uz mozeme dokazat tiito dolezitu vetu:

Veta 2. Nech/ag sii dve spojite funkcie definovane na nejakej mnozine A
Nech B je husta podmnozina mnoziny A a nech pre kazde x e B plati
f[x) = g{x). Potom f(x) = g{x) pre kazde xe A, t. o f—g¢-

2) Presn4 definicia pojmu rozsirenie funkcie je takato: Nech Di je definicnym

oborom funkcie i, D2 definicnym oborom funkcie fz+ f)alej nech Di ci D2 a nech pre
kazde x e Di platifi{x) = fzix). Potom hovorime, ze/2 je rozSirenim funkcie /i.
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Vetu mozeme sformulova® aj takto: Dve spojite funkcie s tym istym
definicnym oborom sa rovnaju, ak maju rovnake hodnoty na nejakej
hustej podmnozine svojho definicn*ho oboru.

Dokaz vety: Skiiste si najskor znazornit situaciu na obrazku.
Teraz urobime presny dokaz. Postupujme nepriamo. Predpokladajme,
ze f, g su spojite na A, maju tie iste liodnoty na mnozine B a pritom
existuje bod <xeA —B (t. j. bod x, ktory patri do ~ a nepatri do B),
V ktorom f{x) ™ g{x). Budeme predpokladat, ze f{x) > g{x) (v pripade
opacnej nerovnosti je dokaz podobny).

Nech

f{x) —g{x) =a >0 (18)

Kedze funkcia / je spojita v bode x, existuje take okolie Of{x) bodu x,
ze pre kazde y e A r\ Offx) je \f{x) —f{y) | < a/2. Podobne existuje tak6
okolie Og{x) bodu x, ze pre yeA r\ Og{x) plati |g{x) —og{y) | < a/2.
Pretoze JS je hiista v A, existuje v mnozine B nejaky bod z, ktory patri do
A n Offx) n Og{x). Pretoze/(z) = ¢{z), plati \'{xX)—g{x) | = \{{x) —/(2) +
+I(N) —of") I = Ifix) —fiz) + o) —of) | ™ [fx) —f{z)  + |o{) —
—o{X) | < al2 4- a/2 = a, a to je spor s (18). Vetu 2 sme dokazali.

Poznamka 4. Dokaz vety 2 pravdepodobne v tejto podobe nebude
mozne pouzit pri vyucovani. V kazdom pripade vsak odporucam vetu 2
prebrat, a uspokojit sa pripadne len s ,,d6kazom* pomocou nacrtku.
Napokon, dokaz, tak ako bol podany, mozno tiez priebezne ,kreslit*
Dokaz vety 2 mozno zjednodusit tak, ze sa odvolame na fakt, ze rozdiel
dvoch spojitych funkcii je spojita funkcia a vysetrujeme potom funkciu
—o0-

Veta 2 ma zaujimave dosledky. Okrem ineho moze byt casto uzitocna
pri hladani spojitych rieseni funkcionalnych rovnic.

Prihlad 8. Najst vsetky spojite riesenia funkcionalnej rovnice (10)
definevane na mnozine R vsetkych realnych cisel.

RieSenie: Nech 7/ je spojitym riesenim rovnice (10) na R. Podia lemy
pre kazde racionalne cislo veQ plati/(r) = r ./(I). Funkcia g, definevana
vztahom g{x) = x.f{l) pre kazde xeR, je spojita a v kazdom bode
mnoziny Q ma rovnaju hodnotu ako funkcia/. Kedze Q je husta podmnozina
mnoziny R, podia vety 2 musi byt f— g. Teda pre kazde xe R plati
f(x) = x.f{\).

Obratene, kazda funkcia h definovana na R vztahom }i{x) = x . a,
kde a je nejaka konstanta, je spojitym riesenim rovnice (10).

Teda spojita funkcia / definovana na R je riesenim rovnice (10) prave
vtedy, ked pre kazde xe R plati f{x) — ax, kde a je nejaka konstanta.

Podobnym sposobom mozno hladat spojite riesenia inych rovnic, na-
priklad takych, ake su uvedene v cviceniach.
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Cvicenia

6. Najdite v8etky rieSenia funkcionalnej rovnice (10) na mnozine

(a) vSetkych celych cisel;
(b) vsetkych raciondlnych ci'sel;
(c) vsetkych cisel tvaru r . 2, r racionAlne cislo.

7. Urobte to iste ako v cviceni 6 s funkciondlnou rovnicou (1).

8. Najdite vSetky rie8enia funkciondlnej rovnice (4) na mnozine

(a) vSetkych cisel tvaru 2™, m cele cislo;
(b) vsetkych cisel tvaru 2", r racionalne cislo;
(c) vsetkych cisel tvaru a”, r racionalne cislo, a kladna kon§tanta.

9. Urobte to iste ako v cviceni 8 s funkcionalnou rovnicou/(a;y) = f{x) -fiy)-
10. Najdite vsetky riesenia kazdej z uvedenych funkcionAlnych rovnic na mnozine
vSetkych raciondlnych cisel
*(@) f(x +y) +f(x ~y) = 2(x);
(b) fix +y) + fix—y) = 2f(x) + 2f(y).
11. Na mnozine vsetkych nezapornych realnych cisel ndjdite vsetky monotonne
rie§enia
(a) rovnice (10);
*(b) rovnice (1).
12. Najdite vsetky spojite riesenia kazdej z uvedenych funkcionalnych rovnic na
mnozine vsetkych kladnych reAlnych cisel:
@/ (xy) =/(x) ./(y);
(b) f{xv) =f{x), y € i?+ je premenna.

13. Ndjdite vsetky spojite riesenia funkciondlnych rovnic z cvicenia 10 na mnozine
v8etkych realnych cisel.

4. Pouzitie funkcionalnych rovnic

Vrafrae sa teraz k nasej ulohe s rybarmi. Bolo treba najsf nerastiicu
funkciu /, definovanu na mnozine vsetkych nezapornych realnych cisel,
ktora vyhovuje funkcionalnej rovnici

fix +y) =fix) .fiy)

Ale takii funkciu sme uz nasli v cviceni 11(b). Podmienka, ze / je nerastuca,
dava tieto moznosti:

M 10) = 1,fit) = 0 pre t > 0, alebo

b) fit) = a*, kde a je kladna konstanta (a samozrejme a < 1). Pri-
pad (a) moze vystihovat skutocnost azda len v pripade jedneho rybara,
ktory okamzite po prichode chyti rybu. Riesenim ulohy preto bude
funkcia (b). Ako tuto funkciu interpretovaf? Inak povedane, co nam tato
funkcia hovori? Cislo n.a* bude pravdepodobny pocet rybarov

pri rybniku v case t. Je jasne, ze cim vacsi bude pociatocny pocet n
rybdrov, tym lepsie bude uvedena funkcia vystihovat skutocnost.
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Priklad s chytanim ryb sa moliol zdaf umelo skonstruovany, ale ta
ista situ4cia sa vyskytuje velmi casto v praxi. Uvedieme preto niekolko
serioznych prikladov.

Priklad 9. Radioaktivne prvky sa s postupom casu stiepia a menia sa
na ine prvky. Skusme najst zavislosf tohto rozpadu od casu. Majme
pociatocne mnozstvo m gramov nejakeho radioaktivneho prvku a nech
jeho mnozstvo v case t je m.f{t). Podobne ako v priklade s rybarmi
prijmeme predpoklad (ktory bol overeny experimentalne), ze v rovnakych
casovych intervaloch je pomer mnozstva prvku na zaciatku intervalu
k jeho mnozstvu na konci intervalu rovnaky. Porovname dva rovnako
dlhe casove intervaly <0, a<ph Na zaklade nasho predpokladu
plati:

m/(m .f{h)) = {m .f{t)I{m . f{t + h))
t. J.

Teda mnozstvo prvku v case t bude m.a" kde a je nejaka kladna
konstanta {a < 1), ktora zavisi len od toho prvku (rozne prvky sa stiepia
roznou rychlosfou). V tomto pripade uz bude funkcia m. velmi presne
vystihovat skutocnost, lebo pocet atomov v nasej vzorke prvku bude
velke cislo.

Priklad 10. Vykyvy rozhojdaneho kyvadla (povedzme dostatocne
tazkeho zavazia na dost dlhej niti) sa vplyvom odporu vzduchu zmensuijii,
pri malych vykyvoch vykonava kyvadlo tzv. timeny harmonicky pohyb.
Hladame zavislost amplitudy kyvadla od casu. Pri malych vykyvoch sa
budu amplitudy vykyvov v rovnakych intervaloch zmensovat v rovnakych
pomeroch. Tato uvaha teda zasa vedie k rovnici (1).

Priklad 11. Raketa, ktora leti v kozmickom priestore, ma pociatocnu
hmotu mo. Ked na nejaky cas zapne motory, zmensi sa jej hmota na mi
(ubytok pohonnych hmot) a raketa ziska nejaku rychlost. Zaujima nas,
od coho zavisi prirastok rychlosti 5. Rozhodujuci je pomer hmot mo/mi.
Prirastok rychlosti pri zmene hmot v pomere mo/mi oznacme (5(mo/mi).
Ked raketa prejde zo stavu mo cez stav mi do stavu mz, zmenu jej
rychlosti mozeme vyjadrit dvoma sposobmi: bud ako (5(mo/m2), alebo ako
sucet prirastkov rychlosti ~(mo/mi) -j- (5(mi/m2). Dostavame rovnost
dimolmz) = ~(mo/mi) + (5(mi/m2). Ak polozime mo/mi = x, mijmz =y,
dostaneme pre d funkcionalnu rovnicu b{xy) = 6(x) + d{y). Riesenie
hladame na mnozine vsetkych realnych cisel ~1. Ak od funkcie d
pozadujeme aj monotonnost (pri vacsom pomere mo/mi bude aj prirastok
rychlosti 5(mo/mi) vacsi), dostavame "(a;) — ¢ .\nx pre kazde a > 1;
¢ je nejaka kladna konstanta.
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Priklad 12. Vratme sa opaf k lilohe s rybarmi. Predpokladajme,
ze k rybniku nepridu vsetci naraz, ale ze prichazdajii postupne, a tak,
ze V rovnakych casovych intervaloch ich pride rovnaky pocet. Zaujima
nAs, ako zavisi pocet rybarov pri rybniku od casu. Cas zase zachneme meraf
V okamihu, ked prvy rybar zacne chytaf ryby. Pocet rybarov pri rybniku
V case t oznacime symbolom h{t). Hladajme funkciu h. Pocet rybarov,
ktori v case f + « pri rybniku chytaju ryby, mozno vyjadrif dvoma
sposobmi, jednak ako h{t +s) a jednak takto: V case t ich bude pri
rybniku h{t) a z tychto h{t) rybarov ich pri rybniku v case * « zostane
h{t) . a® {a je konstanta z prvej ulohy o rybaroch) a pribudne k nim h{s)
rybarov. Dostaneme funkcionalnu rovnicu

h{t s) —h{t).a® + h{") (19)
ktoru vyriesime nasledovne: Okrem (19) plati aj
ht4-s) =h{s+0 = + MY

a porovnanim dostaneme
h{t) . a® -f h{s) = h{s) . a* + h{t)
Ak V tomto vztahu polozime -5 = 1, dostaneme riesenie

ht) = h{) 11 pre vsetky f ~ 0

Nacrtnite si graf funkcie h\ Zo zaciatku bude pocet rybarov pri rybniku
stiipaf, a potom sa ustali (vypocitajte limitu funkcie h pre t = oo;
uvedomte si, ze a < 1).

Poznamka 5. Pri pocitani tychto prikladov je pre lahsie pochopenie
vyhodne znazornit si situaciu takym diagramom, ako v uvodnom priklade
s rybarmi.

Podobne situacie ako v uvedenych prikladoch sii aj v pripojenych
cviceniach. Vsetky priklady okrem ineho ukazuju, ze funkcie a”, resp.
a Ina sii velmi dolezite funkcie, pretoze vystihuju caste typy funkcnej
zavislosti.

Cvicenia

14. VVoda pohlcuje svetlo. Je zname, ze napriklad v mori vo velkych hibkach j»
tma. Zistite, ako zdvisi od hlbky intenzita svetelneho ldea prichddzajuceho od
hladiny. (Navod: rovnako silne vrstvy vody znizuju intenzitu svetla v rovnakom
pomere.)

16. Suma penazf ulozend na drocnu vkladnd knizku postupom casu vzrastd.
Zistite ako (pri jednorazovom vklade).
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16. Najdite, ako vzrasta vyska vkladu na lirocnej vkladnej knizke pri pravidelnorti
sporeni. (Navod: Pozri priklad 12.)

17. Pii bombardovani niektorych prvkov noutronmi (napr. v atomovom reaktore)
vznikaju radioaktivne izotopy, ktore sii nestale a s postupom casu sa stiepia. Vlozme
do reaktora vzorku, ktora obsahuje urcite mnozstvo takeho prvku. Budeme
predpokladat, ze na izotop sa premiena len nepatrna cast vzorky, a teda ze izotop
vo vzorke vznika stale rovnakou rychlostou, t. j. v rovnako dlhych casovych interva-
loch vznikne rovnake mnozstvo izotopu. Zistite, ake bude celkove mnozstvo h{t)
izotopu VO vzorke v case t. Vysetrite priebeh funkcie h a vysvetlite, preco sa po
urcitom case mnozstvo izotopu vo vzorke uz prakticky nebude zvacSovat.

*18. Rozpadom radioaktivneho prvku x vznika radioaktivny prvok y, z ktoreho
napokon vznika stabilny prvok z. V case t = 0 zacneme pozorovat urcite mnozstvo
cisteho prvku x. Po urcitom case dostaneme namiesto prvku x zmes vsetkych troch
prvkov. Urcite mnozstvo prvku y v tejto zmesi.

Vysledky cvicem

1. (@) fix) = /(0); (b) fix) = /(O); (c) fix) = /(O) . e".

2. (a) fix) =/(1) . (b) fix) =/(e) .Inx; (c) fix) = o pre 0 < x < 1, /() = b,
fix) = c pre X > 1; a, 6, c sil konstanty.
3. (a) fix) = x»; (b) nema riesenie; (c) fix) = x (Navod: Vypocitajte najskor

/(O), a potom si postupne vyjadrite funkcie/(2t),/(3i) /(4t) pomocou/(t). Vyuzite to, ze
/(4<) =/(2t + 2t) =/(3t + <))

4. Ak a je nezaporne cele ci 'slo, tak rie§enim rovnice je funkcia fix) ==/(!) .
V ostatnych pripadoch riesenie neexistuje.

5. Funkcion4lnou rovnicou pre tg je napn'klad rovnica fix + y) (1 —fi™)fiy)) =
=109 + H{y)-

6. (a) fix) =/(1) .x; (b) /(x) =/(1) . x; (c) /(X) —/("" x/y2,

7. @) = (M) (b)) = (D)™ (©)/(x) = ifir[2)N.

8. (@ fix) =/(2) . log2X = (/(2)/In2) . Inx; (b) /(x) =/(2) . logjx; (c) fix) =
= fia) . loga X.

9. (a) fix) —fi2)«" = xP, kde a = logz x, (i = (In/(2))/In 2; (b) to iste ako v (a);
(©)/(x) =/(0)a = x», kde a = loga-r, IS = (In/(a))/In a.

10. (a)/(x) = x(/(I) —/(0O)) + /(O) = ax + b; a, b su konstanty; (b) fix) = x* ./(I).

11. (a) fix) — X ./(D); (b) /(x) = pre x > 0, kde a je nezaporna konstanta;
ak a > 0, tak /(O) = 1; ak o = 0, tak /(O) moze byt 0 alebo 1.

12. ia) fix) = xa kde a = (In/(2))/In 2 (vyuzite cvicenie 9 (b) a vetu 2); (b) /(x) =
= /(1) (vyuzite cvicenie 2 (c)).

13. (@)/(x) = ax + b; (b)/(x) = x* /().

14. Nech 7(0) je intenzita svetelneho luca pri hladine a 7(/i) jeho intenzita v hibke h.
Potom 7(4) = 7(0) . 6*, kde b je kladna konstanta < 1.

15. Ak »S(0) je pociatocny vklad, tak vklad Sit) v case t bude Sit) = *S(0) . (1 + p)S
kde p je urok za jednotku casu.

16. Vklad V case t bude Sit) = *(l). (1 + p)» — 1) + P~", kde p je urok za jednotku
casu.

17. hit) = 4(1) . (o*— 1) + (ot— D*“> kde a je konstanta, ktora charakterizuje
rozpad toho izotopu ((pozri priklad 9).

18. Nech sa prvok x (resp. prvok y) stiepi tak, ze pomer mnozstva prvku x (resp.
prvku y) v case t k jeho mnozstvu v case 0 je a* (resp. 6°), pozri priklad 9. Nech
pociatocne mnozstvo prvku x je m gramov. Nech m . git) znamena mnozstvo prvku y
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V zmesi v case t. Poci'tajme m . g{t h):Y case t bade v zmesi m . g{t) gramov prvkuy,
z ktoreho v case t ™ h zostane len m . g{t) . gramov. Dalej v case t bade v zmesi
m . gramov prvka x a vysledkom stiepenia tohto mnozstva bade v case t h
m . a" . g{h) gramov prvka y. Teda m.g* + A) = mg(t) . 6* + fng{h) . ab Rovnica
gt h) =g() . + g(h) . a* riesime podobne ako v priklade 12. Vysledok: g(t) =
=g{l) . (bt —at) . (b —a)-K
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