0 ROVNICIACH S PARAMETRAMI EKVIVALENTNYCH
NEROVNOSTIAM

PAVEL BARTOS, Bratislava

Tato iivaha nadvazuje na ucebnu latku o nerovnostiach, ako sa prebera
na SVS. Ukaze sa v nej, ze riesenie nerovnosti mozno vykonat riesenim
rovnic. Pre vyucovanie mozu mat tieto livahy vyznam v niekolkych smeroch.
Mozu sliizit na metodicke motivevanie vyucovania nerovnosti, lebo davajii
velmi nazorny pohl'ad na nerovnosti a ich riesenie. Uvedu totiz nerovnosti
do suvislosti s pojmom rovnice, ktory je ziakom ovela blizsi a pristupnejsi.
V ziackom kriizku mozu sa tieto uvahy sustavne preberat. Tu majii velkii
vyhodu v tom, ze umoznuju samostatnu pracu ziakov a bravo ich zavedu
do roznych matematickych disciplin. Tak si matematiku oblubia, co ich
povzbudi k jej dalsiemu studiu. Ale tieto uvahy mozno pouzit i v mate-
matickej praxi a dalej ich rozvijat, lebo mnohe vypocty su pomocou nich
jednoduchsie nez pomocou nerovnosti, 0 com sa v dalsom presvedcime.

Tato iivaha je zalozena na vete, ktorii si teraz dokazeme.

Veta. Plati
f{x) > gfx) of{x) = g{x) + k
kde k je kladny parameter.
Dokaz. Spravnost vety vyplyva z tychto implikacii
{x) > g{x) of{>x)—g{x) > 0 of{x)—g{x) =
— kof{xX) =g{x) -k, k>0
Obdobne sa dokazu vety I -
) <o)< =9y ~k, k>0
fix) ~g{x)ofix) =gix) + |, B @ JEP
fix) ~gix)ofix) =gix)—I,. 1O

V dalsich livahach k vzdy znamena kladny a | nezaporny parameter.
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Na zaklade dokazanej vety mozeme kazdu nerovnost do vsetkych
dosledkov nahradit rovnicou s parametrom a riesit tieto rovnice. Vysledky
sa potom jednoducho interpretuju aj pre dan™ nerovnosti. To si ukazeme
na prikladoch.

RieSenie nerovnosti a ich sustav
Priklad 1. Rieste nerovnost

5 —2x
X—1 >3

RieSenie. Prislusna ekvivalentna rovnica

5—2
X=3+1
X
ma jednoparametrovy system korenov
X =1 9 (0]
- 145 “°7

Tato jednoparametrova mnozina cisel obsahuje zrejme cisla, ktore
splnajii nerovnosti

26

=7 < x<1 Q4

Tento vypocet bol jednoduchsi nez je obvykly, pri ktorom treba rozli-
sovat pripady a > 7 aa < 7. Toho tu netreba, lebo riesime rovnicu a nie
nerovnost. Je sice pravda, ze k analyze jednoparametrovej mnoziny korenov
treba narocnu livahu, je to vsak velmi dobra prilezitost na cvicenie funkc-
neho myslenia. Ak chceme rozbor urobit dokladne, postupujeme nasledovne

9 9
-
lebo pri dostatocne velkom | 0 je hodnota zlomku /25 lubovolne

male kladn4 cislo. Je dolezite si tu uvedomit, ze sa tu hlada horna a dolna
hranica funkcnych hodnot a nie akekolvek ich ohranicenie. Potom

9

9
S orry A
odkial plynie (2).
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Priklad 2. Rieste nerovnost

2xN—33, 4- 1 O
Riehnie. Prislusna ekvivalentna rovnica

02—3@a +1+"=0
ma korene

3x I —8&
Kazdy z korenov spina podmienku

T =" =

Poznamka. Ohranicenosf mnoziny tychto korenov je vyjadrena ton

okolnostou, ze parameter | moze nadobudnut len take hodnoty, pri ktorych
je 1 —8z ~ 0, teda

Ked V oboch mnozinach uplatm'me tieto krajne hodnoty, dostaneme dva
intervaly, ktorych zjednotenie je uzavrety interval

Teraz ukazeme vyhodnost metody na priklade vybranom z liloh MO.
Priklad 3. Rieste nerovnost

{x a{x h ™@+c){x+d
Riesenie. Prislusnu ekvivalentnu rovnicu

X a{x h—{ o{x d—I
upravime na tvar

{fa b—c—d)x —cd—ab—I

1. Nechjea {* —c—d —{), cd—ab ~ 0, potom| = cd—ab ~ 0,
a teda kazde cislo je korehom. Ak je vsak cd—ab < 0, teda ! =
= cd —ab < 0, co je vylucene, ziadne cislo nie je korehom.

2. Nech a -\- b —c—d=h0, je

cd —ab I
d a-\-\b—c—d
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Ak jetua--6—c—d >0, je
- cd —ab
a+b—c—d

ak jevsaka b c¢c—(Z <0, je!
cd —ab
a b d

Toiito nietodou mozeme rieSiC aj sustavy nerovno.stf s jednou neznamoii
vyssich stupnov.

Zvlasf vyhodna je nasa metoda pri rieseni sdstav nerovnosti s viacerymi
neznamymi. t

z >

Priklad 4. Rieste siistavu nerovnosti x — 3y ™ 6, 2x —y ” 4 a nacrtnite
graf geometrickeho utvaru, ktoreho suradnice bodov su korenmi tejto
sustavy.

Riesenie.. Z prislusnych ekvivalentnych rovnic

X— =6 X —y—4 ¥V
dostaneme korene
6 3z + 8 2Z+ /"
X 5 y
Tu uz nemozno vyjadrit korene jednoducho nerovnostami. Mohli by sme
sice pisat x ~ L ﬁam vsak nijak neprezradza ptiradenie

dvojic korenov a museli by sine k zvolenemu korenu x urcit celii mnozinu
priradenych korenov y z niektorej danej nerovnosti. Nase parametrove
vyjadrenie korenov ma tu velku vyhodu.

Na obr. 1. je naznaceny duty uhol, ktory je grafom danej sustavy nerov-

. 81, . .
nosti. Bod A je, pravdaze, jeho vrcholom. Siistava danych

rovnic znamena spolocnii cast dvoch polrovin, ktora tvori duty uhol. Ako
vsak vieme z planimetrie, su aj ine moznosti.

Vyznam majii aj linearne sustavy nerovnosti s dvoma neznamymi, ktore
pozostavaju z viac nez dvoch nerovnosti. Geometricky to znaci spolocnii
cast niekolkych polrovin, napr. mnozinu bodov vypukleho mnohouholnika,
ktorii mozeme takto vyjadrit parametricky. Ukazeme si to pri trojuholniku,
ktory definujeme ako ohraniceny prienik troch polrovin tejze roviny.*)

*) Hranicne priamky polrovin inusia byt rozne a ich prienik musi byi prazdna
mnozina.
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Friklad 5. Dokazte, ze korene sustavy nerovnosti
ANE N1, X—2y™, X—
sii suradnicami vsetkych bodov isteho trojuholnika (a ziadnych inych).
Riesenie. Prislusna ekvivalentna sustava rovnic je

X 3y — —1 'f" —_— 4 |2 X _y = 1 —h (1)

Riesenim sustavy pozostavajucej z druhej a tretej rovnice (1) dostaneme
korene

8 =10—U—2U y 3R 2
a po dosadeni tychto vyrazov do prvej rovnice (1) dostaneme vztah medzi
parametrami
M + 42 + 5h = 20
Tento vztah ukazuje, ze litvar, ktoreho body majii suradnice x, y, splha-
juce dane nerovnosti, je ohraniceny, menovite, ze
o~ ~20, 0~h~n5 0 N4

Grafom danej sustavy nerovnosti je teda trojuholnik (o6r. 2). .KaMy
jeho vrchol lezi na dvoch stranach, ktorych rovnice dostaneme, ked v rov-
niciach (1) kladieme parameter rovnajuci sa nule. Ak sa dva parametre
rovnaju nule, dostaneme suradnice vrcholov. Pri Iz = h =0 mame Xi =
=10,yi—3 pri =L=0jeG=4atedaz (2) Xt — 2,yz — —1 atd.
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Linearna nerovnost s troma neznamymi urcuje polpriestor (pripadne
jeho vnutorne body). Siistavy takychto nerovnosti urcujii spolocnu cast
(prienik) takych polpriestorov, napr. mnohosteny. Suradnice bodov ta-
kychto utvarov dostaneme touto metodou vyjadrene parametricky. Tieto
geometricke livahy sa mozu zovseobechovat i pre litvary n-rozmerneho
priestoru, napr. pre simplexy v takomto priestore. Sii to prilezitosti pre
zaujimavu samostatnii pracu ziakov, ktora tych, co maju nadanie, urcite
pritiahne.

Naznacenou metodou mozno riesit aj siistavy nerovnosti s viacerymi
neznamymi vyssich stuphov, napr. siistavu  -f A 25 x—3y + 9~ 0
a pod.

Ine aplikacie

Ulohy linearneho programovania

V 5. cisle, roc. 1961/62 Matematiky ve skole bol uverejneny informativny
clanok o linearnom programovani, ktory napisal s. Rudolf Langhammer.
Niektore lilohy s dvoma neznamymi sii tarn riesene graficky. Ukazeme
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riesenie jednej z tychto liloh metodou rovmc s parametrami ekvivalentnych
nerovnostiam.

Priklad o prepustnosti trati (priklad 4 tohto clanku) ma tiito matema-
tickii formulaciu:

0, Xz ™ 0, 8xi + "Xz ™ 60,
12x1 + 8x2 ™ 60, IOxi + 14x2 ™ 60
a pri splneni tychto nerovnosti sa hl'ada maximum tzv. licelovej funkcie
F{xi) = 70xi + 60x2
Riesenie. Dane nerovnosti nahradime ekvivalentnymi rovnicami
8x!l + 9x2 = 60 — h, X + 2x2 = 15 — Iz,

IOxi + 14x2 = 60 — "3 1)
Riesenim sustavy prvych dvoch rovnic dostaneme
.15 + 2Zi — 9 _ 60 —3M1 -)- 872
Xi |T X2 = <1 )

Po dosadeni tychto korehov do tretej z rovnic (1) mame pre parametre
vztah
2h —2lz—13 = 30 3)

Upravena ucelova funkcia bude potom

NMXi) = = (7xi + 6x2) 11 — 465  4zi — 15" 4)

Touto upravou sa nezmenili podmienky pre maximum tejto funkcie.
Tu nemozeme utvorit maximum volbou li — Iz = 0, lebo vtedy vztah (3)
da nepripustmi hodnotu Is = —30. Preto zo vzorca (3) urcime 2li = 30 +
+ 2lz + "3 a dosadime do (4). Potom mame

0{Xi) = 405 —Il9ol —2I3

a tu mozeme utvorit maximum voThou Iz = h = 0, lebo vztah (3) nam da

pripustnu hodnotu parametru  — 15. Mame teda podia (2)
. 15+2.15 45 _ 15

teda najviac vozov sa odvezie, ak v jednej hodine pojde priemerne 4,1 vlaku
s elektrickou lokomotivou a 1,4 vlaku s parnou lokomotivou.

Tym nie sii vycerpane vsetky moznosti pouzitia ukazanej metody a azda
sa k nej este vratime.
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